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Die Zweckmassugkelt der in der Schoptung ver-
wirklichten Geometrie. |
Von Prof. Dr. Anton Weber in Dillingen a.D.

der Erkenntnis gefiihrt, dass die eukhdlsche GeOmetne nicht di‘e
einzig mogliche Geometrle darstellt. Dié zahlreictien vergebliéhen
Versuche, das Parallelenaxiom Erklids zu beweéisén, legtén die Ver-
ntutung nahe, dass es sich iiberhaupt nicht bewelsen ligst und dads
és keine notwendige Vorhussétzung der Géomietrie bildet. Diése Vet-
initung wurde zir Gewissheit erhoben, als man tatsichlich obne dds
getgnnte Axiom neue, in sich Wlderspruchsfrele, Géometrien begriine
fén dnd durcharbeitenn konnts. Das euklidische Parallelénaxiom
tordert, dass es zu einer Geraden duréh jeden gusseren Punkt einé und
awar nur eine Parallele gibt. Fordern wit statt dessén’ durch jeden
dusseren Punkt zwei, von einander verschiedene, Parallele, dann ge-
langen wir zur by perbohschen Geometrie. In der elliptischen Geome-
trie hingegén gibt es gar keine Parallelen.

Ebensowenig, wie das Parillelenaxiom sind die wbrig en Axiome
béweisbar oder notwendig. Jedes derselben lagst sich strelchen und
durch ein anderes érsetzen. Nachdem diese Tatsache erkannt war, be-
mithfe man q1ch die Wlllkulhch aufgestellten Axiome und die
mittels der Ax1ome bewelsbaren Sitze genau auseinander 7l halfen.
Hiérbéi ergab sich, dass in der euklidischen Geometrié di6 Anzahl der
Axiome ziemlich gross ist. Hilbert zdhlt in' seinen ,,Gruniﬂagen der
(eometrie’) nichit weniget als 21 Axiome auf. Iifisst mdn hiervon
éines oder mehrere hinweg und ersetzt sie durch andere, £6 erhalt
msn einé neue Geomettie mit anderslautenden Satzen.

Die' Anzahl der miglichen Geometrien ist also’ sehr gross, viel-
leicht sogar unendlich gross, und als der Schopfer daran ging, den
Weltplan zu eéntwerfen, da hatte er unter den vielén Mogh‘éhkmten
nack Zweckmass1gkeltsgrunden eine Auswahl zu treffen. Die vor-
liegende Arbéit versucht die’ Griinde aufzudecken,' welche den
Schopfer bei seiner Auswahl geleitet haben. Naturgemiss muss hierbei
der Schopfer anthropomorphistisch aufgefasst werden. Wir stéllen -uns
dén' Weltbaumeister vor, wie er nach’ Art eines menscthchen Bau-
meisters den Plan’ seines bevorstehenden' Werkes entwirft, wié er ihn

a0 Hllbert Grundlagen der Geometrie (Sammlung: Wissenschalt und
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nach allen Seiten durchdenkt und wie er .Schritt fir Schritt- seine
Entscheidungen trifft.

Die Axiome der heutigen Geometrie lassen ihre Zweckmass1gke1t
nicht unmittelbar erkennen. Sie stellen nicht die ersten Entschei-
dungen dar, welche der Schopfer im Verlauf seiner Ueberlegungen
getroffen hat. Die ersten Entscheidungen wollen wir aufsuchen und
als Grundsitze bezeichnen. Durch Schlussfolgerung lassen sich
daraus andere Siitze ableiten, speziell auch die Axiome der euklidi-
schen Geometrie.

Die vorliegende Arbeit beschrinkt sich darapf, ein System von
Grundsitzen zu entwickeln und dessen innere Widerspruchslosigkeit
"darzutun. Die Ableitung der Axiome aus diesen Grundsitzen er-
folgt auf mathematischem Wege und ist feilweise sehr umstdndlich;
‘sie moge einer anderen Arbeit vorbehalten bleiben. Den Zeitbegriff
setzen wir als etwas Gegebenes voraus. o '

Um die Widerspruchslosigkeit eines Systems von Grundsitzen
nachzuweisen, steht ein einfaches Mittel zu Gebote: man braucht nur
zu zeigen, dass sie in irgend einer, als mgglich nachgewiesenen, Geo-
metrie verwirklicht sind. In unserem Fall ist die Zweckmissigkeit
einer speziellen Geometrie, namlich der euklidischen, nachzuweisen.
Wir diirfen also nur solche Gruhdsitze aufstellen, die in der euklidi-
schen Geometrie verwirklicht sind, uwnd damit ist ihre Widerspruchs-
losigkeit von selbst gegeben.

L. Die Stoffpunkte.

Wir finden in der Schépfung eine auserordentlich grosse Anzahl
von Einzelwesen zu einer organischen Einheit verbunden. Der Zu-
sammenhang beruht nicht auf dusserem Zwang, sondern jedes Einzel-
wesen strebt selbst zum Ganzen; die Welt ist eine Vielheit, die nach
Einheit strebt. Eine Differenzierung der Geschopfe und namentlich
ein Rangunterschied unter denselben war anscheinend von Anfang
an mitprojektiert, wenigstens im Prinzip. Sonst hitte das Scho-
pfungswerk keinen Amnspruch auf Kunstwert.

Die Rangskala der Schopfung zeichnet sich durch grossen Um-
fang aus. Die verniinftigen Wesen, welche den Hthepunkt der
Rangskala bedeuten, beschiftigen uns hier nur nebensdchlich, nur,
insofern sie bestimmt sind, die Welt bis zu einem gewissen Grade zu
beherrschen. Darauf muBite das Weltprojekt Riicksicht nehmen,
d. h., die Welt musste so gebaut werden, dass sie von den Vernunft-
wesen beherrscht werden kann. Von dieser Forderung abgesehen, be-
schrinken wir uns auf die vernunftlosen Geschdpfe. Auch sie
spiegeln noch einigermassen die Vernunft und das Selbstbestim-
mungsvermdgen des Schopfers. Thr Verhalten ist ndmlich nicht fiir
jeden Zeitpunkt willkiirlich vorgeschrieben, sondern durch verniinf-
tige (Fesetze geregelt; diese Geschopfe sind gleichsam die Triger von
verniinftigen Gedanken. Ausserdem werden sie nicht durch fremde
Finfliisse zom Handeln gezwungen, sondern sie sind selbst das
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Prinzip ihrer Handlungen. Die Naturgesetze gestatten, das Verhalten
der vernuniftlosen Wesen in allen Fillen mit mathematischer Sicher-
heit vorher zu bestimmen. Wir wollen diese Wesen Stoffpunkte
nennen. Kir sie gilt also der Grundsatz:

1. Grundsatz. Das gesamte Verhalten der
Stoffpunkte ist dureh Naturgesetze vollstindig
und eindeutighbestimmt.

Wenn wir die Bezeichnung Stoffpunkte wihlen, soll damit
keincswegs behauptet wevden, dass diese Geschopfe ausdehnungsloa
geien. Das kénnten wir vorlauflg gar nicht behaupten, weil wir den
Begriff der Ausdehnung noch nicht festgelegt haben. Durch die
Bezeichnung Stoffpunkt soll nur die begriffliche Einfachheit
der Einzelwesen angedeutet werden.') Die Anzahl der ins Leben zu

rufenden Stoffjunkte soll vorliufig unbestimmt bleiben. Eine Ent-

scheidung dariiber kann erst in einem viel spiteren Stadium des
Weltprojektes getroffen werden, erst dann, wenn es sich um Auf-
stellung der Detailpline handelt. Bis dahin miissen wir alle Grund-
sitze so formulieren, dass sie von der Zahl der Stoffpunkte unab-
hiingig sind. Wir fordern also:

2. Grundsatz. Die Anzahl der existierenden
Stoffpunkte kann beliebig verdndert werden,
ohne dass eine Abinderung der Grundsitze not-
wendig wiirde.

Mit anderen Worten: Zu den wirklich existierenden Stoff-
punkten diirfen wir beliebig viele weitere Stoffpunkte hinzudenken
und ebenso diirfen wir davon beliebig viele wegdenken. Fiir die ver-

. inderte Anzahl von'Stoffpunkten gelten dann die ndmlichen Grund-
sitze. 8o konnen wir z B. das Verhalten zweier Stoffpunkte be-
rechnen unter der Annahme, dass sie allein existieren.

Die Eigenschaft der Schépfung als Kunstwerk verlangt, dass
unter den Stoffpunkten Verschiedenheit besteht. Damit ist nicht
gesagt, dass simtliche Stoffpunkte von einander verschieden sein
miissten. In diesem Fall wire es den Vernunftwesen erschwert oder
gar unméiglich gemacht, die Welt zu beherrschen. Jedes Beherr-
schen setzt ndmlich genaue Kenntnis des zu beherrschenden Ob-
jektes voraus. Wollen wir uns z. B. einen Magneten als Kompass
dienstbar machen, dann miissen wir vorher seine Eigenschaften ken-
nen lernen; dazu war die Erfahrung von Jahrhunderten notwendig.
Wiirde nur ein einziger Magnet existieren, dann konnte man darauf
nicht soviel Forschungsarbeit verwenden.

Deshalb erscheint es wiinschenswert, dass fir die Stoffpunkte
nur eine begrenzte Anzahl von Typen existiert, dass sich aber jeder
Typus in zahlreichen Individuen verwirklicht findet.- Nur dann

Y) Um fiir unser Vorstellungsvermogen einigermassen den Zusammenhang

zZwischen den Stoffpunkten und der realen Welt herzustellen, knnen wir hild-
lich die Stoffpunkte mit den Schwerpunkten der Atome identifizieren.

8*
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ventiert es sich, die Mypen genau kennen ‘zu lermen. Fiir unsere
Zwecke geniigt folgende Forderung:

3. Grundsatz FEsexistieren Stoffpunkte, die
einander vollig gleich'sind und genau den glei-
chen Gesetzen gehorchen.

Die vielen Einzelwesen der Schopfung sollen sich zu einer Ein-
heif zusammenschliessen, d. h. sie miissen zu einander in Beziehung
treten, mit einander verkehren. Unter Verkehr verstehen wir
hier alle Arten von wechselseitiger Beziehung, also alle physikali-
schen, chemischen, physiologischen etc. Wirkungen.

H. Der Abstand.

Eine grosse Menge von Einzeldingen bietet dem betrachtenden
Geiste nur dann ein einheitliches Bild, wenn sie gegliedert ist. Tat-
sdchlich finden wir in der Schopfung eine Gliederung, im grossen
wie i kleinen. Das Weltall zerfillt in Sonnensysteme, ein Sonnen-
system in Sonne und Planeten. Die Gliederung setzt sich bis ins
kleinste Detail hinein fort. Jede Pflanze besteht aus Teilen, und
selbst die kleinsten selbstindigen Wesen, die Molekeln, gliedern sich
in. Atome und Elektronen.

Nachdem der Schipifer von Anfang an die Kinheit in der Viel-
heit zum Prinzip erhoben hatte, stand die Notwendigkeit der Gliede-
rung vom ersten Augenblick an fest. Die spezielle Art der Gliede-
rung muss in diesem Anfangsstadium des Weltprojektes noch unent-
schieden bleiben. Nur die Moglichkeit einer beliebigen
Gliederung muss einstweilen gefordert werden, Wir verlangen also,
dass sich die Stoffpunkte beliebig in Gruppen und Untergruppen
teilen lassen, und dass jede Untergruppe wieder in beliebig viele
Abstufungen weiter zerlegt werden kann.

Die Gliederung soll nicht bloss eine gedachte sein, sondern ob-
jektive Bedeutung haben. Darum miissen die Glieder einer Gruppe
im allgemeinen untereinander in engerem Verkehr stehen als mit
fremden Stoffpunkten. Der engere Verkehr ist ja in unserem Fall
das einzige zu Gebote stehende Mittel, um Gruppen zu bilden und als
Einheiten zu charalkterisieren. Die Gruppe soll eine Welt im kleinen
darstellen, sie soll in sich geschlossen sein und nach aussen wie ein
einheitliches Wesen handelnd auftreten. -Die Glieder einer Unter-
gruppe hinwiederum miissen im allgemeinen unter sich in engerem
Verkehr stehen als Stofipunkte, die verschiedenen Untergruppen an-
Lehoren. S

Diese Forderungen slellen wir aber nur im allgemeinen. I
speziellen Fillen kann ein Stoffpunkt mit fremden Stoffpunkten in
engerem Verkehr stehen als mit Stoffpunkten der eigenen Gruppe:
Wenn sich z. B. ein Komet im Perihel befindet, steht er mit der
Sonne in.engerem Kréfteverkehr als Jupiter und Neptun, und dennoch
gehiren ietztere zum Sonnensystem, wihrend der Komet ein Fremd-
korper ist. Wir verlangen also nur im allgemeinen, dass Glieder



Die Zweckmissigkeit der in der Schipfung verwirklichten” Geometrie. 111

einer Gruppe untereinander in engerem Verkehr stehen als mit
fremden Stoffpunkten. Awusnahmen lassen wir zu, Mit anderen
Worten: Wir verlangen prinzipiell die Mboglichkeit den Verkehr
abzustufen,

Da die Gliederung der Stoffpunkte nach unten hin beliebig fort-
gesetzt werden kann, muss sich der Verkehr in einer grossen Anzahl
von Intensititsgraden vollziehen. Wie viele Intensitdtsgrade er-
forderlich sind, ldsst sicl: a priori nicht angeben, und deshalb ver-
langen wir, dass sich zwischen zwei Verkehrsgrade immer wieder
eine Zwischenstufe einschalten lésst, dass es also unbegrenzt viele
Verkehrsgrade gibt.

Eine besondere Ueberlegung erfordert die Frage, ob die Skala
‘der Verkehrsgrade nach oben und nach unten begrenzt ist. Ein
Mindestverkehr ist offenbar zwischen solchen Stoffpunkten vorhan-
den, die mit einander in gar keinem Verkehr stehen, die also
keinerlei Krifte aufeinander ausiiben. Nach den heutigen natur-
wissenschaftlichen Anschauungen tritt dieser an sich mégliche Fall
niemals ein. Er liegt auch nicht in der Absicht des Schopfers, weil
die" Stoffpunkte nur durch den gegenseitigen Verkehr zu einem
Ganzen verkniipft werden. Durch das Fehlen solcher Verkehrsver-
biridungen wiirde die Einheit der Schépfung leiden. Wir fordern
also, dass zwischen zwel beliebigen Stoffpunkten irgend ein Verkehr
besteht mag er noch go germgfuglg sein. Dann ist zu jeder Intensi-
titsstufe des Verkehrs eine noch niedrigere Stufe logisch denkbar,
und wir haben keinen Grund die Skala nach unten hin willkiirlich
zu begrenzen. Wir fordern vielmehr, dass eine solche Grenze nicht
bestehen soll, oder mit anderen Worten:

4, Grundsatz. Zu jeder Intensititsstufe des
Verkehrs ex1st1ert einenochgeringere Verkehrs-
intensitit.

Auch' eine obere Grenze der Verkehrsintensitit ergibt sich von
selbst, d. h. eine derartige Intensitiit, dass eine weitere Ste-igeruﬁg
nicht mehr denkbar ist. Diese Hochststute liegt vor, wenn zwei
Stoffpunkte zu einer metaphysischen Einheit vereinigt werden und
aus den zwei Stoffpunkten gleichsam ein einziger wird. Man denke
hier an die Vereinigung von Leib und Seele oder an die stoffliche
Durchdringung, welche nach der alten Ansicht bei chemischen Ver-
bindungen stattfindet. Nach der neueren Auffassung tritt allef=
dings in keipem Fall eire Durchdringung zwischen materiellen
Korpern ein. - Die Vereinigung von Leib und Seele kénnen wir hier
nicht -berticksichtigen, weil die Seele nicht den Gesetzen der gewdhn-
lichen Stoffpunkte unterworfen ist. Deshalb lisst sich nicht be-
haupten, aass in der ausgefiihrten Schépfung das begriffliche Hochst-
mass des Verkehrs wirklich vorkommt. Es liegt aber kein Zweck-
méssigkeitsgrund vor, dieses Hochstmass von vornherein auszu-
schliessen. Wir fordern also die Zuléssigkeit dlesel hochstmBglichen
Verkehrsstufe, oder mit anderen Worten;
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5. Grundsatz. Es existiert in der Verkehrs-
skala eine Hochststufe derart, dass ein inten-
siverer Verkehr logisch unmdéglichist

Die verschiedenen Intensititsgrade des Verkehrs wollen wir
nu]\agmerieren und zwar derart, dass wir bei.der hdchsten Stufe zu
zihlen beginnen. Sie sei mit Null bezeichnet. Allen iibrigen Stufen
ordnen wir positive Zahlen zu. Zunichst wihlen wir eine beliehige
Anzahl von Intensititsstufen aus und numerieren sie mit ganzen
Zahlen. Steigenden Zalilen mogen abnehmende Intensitiitsgrade
entsprechen. Die Zahlenreihe lisst sich nach obenhin unbegrenzt
erweitern, weil nach dem 4. Grundsatz die Intensititsskala mnach
unten unbegrenzt ist. Solchen Intensititen, die ihrer Grésse mach
zwischen zwei bereits numerierten Intensititen liegen, ordnen wir
zwischenliegende Briiche zu; z. B.. einer Intensitdt, die zwischen 2
und 3 liegt, den Bruch 2,5 und weiterhin einer Intensitit zwischen
2,5 und 3 den Bruch 2,7. 8o ldsst sich jeder Verkehrsintensitit eine
bestimmte positive Zahl zuordnen und jeder positiven Zahl eine be-
stimmte Verkehrsintensitit. Die so festgelegten Zahlen wollen wir
den Abstand der zwei betreffenden Stoffpunkte nennen. Habeun
zwei Stoffpunkte den Abstand Null, dann sagen wir, sie fallen
zusammen. : : _

Der Abstand ist secinem Wesen nach nichts anderes als der ge-
wohnliche geometrische Abstand.  Quantitativ aber besteht ein
Unterschied. Unsere Abstandszahlen sind bis zu einem gewissen
Grad willkiirlich gewihlt und haben nur die Bedeutung von Ord-
nungszahlen, d. h., sie lassen erkennen, welcher von zwei Abstinden
der grossere ist, nicht aber, um wie viel er grisser ist. Wir diirfen
7 B. nicht behaupten, dass der Abstand vier doppelt so gross sei als
der Abstand zwei. Ebensowenig diirfen zwei Abstinde addiert oder
subtrahiert werden, celbst wenn sie in einer Geraden liegen. Vor-
liufig fehlt uns noch der Begriff der Geraden, und aus diesem
Grunde miissén wir uns eineiweilen mit den willkiirlichen Abstands-
zahlen begniigen.

Der Abstand ist seinem Wesen nach massgebend fiir den ganzen
Verkehr, d. h. fiir alle gegenseitigen Beziehungen und Einwirkungen
der Stoffpunkte. Je kleiner der Abstand, desto grosser die eventuello
Anziehung oder Abstossung, desto intensiver die gegenseitige Licht-
und Schallwirkung, desto bedeutender die Erwirmung oder Ab-
kithluing. Sémtliche Wirkungen wachsen, wenn der Abstand kleiner
wird, und simtliche Wirkungen nehmen ab, wenn der Abstand steigt.
Der Abstand ist also die fundamentalste Grisse; er ist auch die
Grundlage des Raumbegriffes.

Wir haben den Abstand als eine Grosse definiert, von welcher
die Intensitit aller Wirkungen abhéingt. Welcher Art diese Wir-
kungen sind, dariiber entscheidet der Abstand vorliufig nichts. Es
kann eine Wirkung allein eintreten oder mehrere verschiedenartige
Wirkungen zugleich. Ehe der Schépfungsplan zur Ausfilhrung kam,
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musste natiirlich iiber die Art und Zahl der Wirkungen eine Ent-
scheidung getroffen werden. Vorldufig kann die Entscheidung ver-
schoben werden, und in dieser Abhandlung kénnen wir iberhaupt
davon absehen, ‘

Dadurch gewinnt der Abstandsbegritf etwas von dem Wirkungen
Unabhiingiges. Wir kinven von den Wirkungen ganz abstrahieren
und nur den Begriff der Zahlengrésse beibehalten, die einer Gruppe
von zwei Stoffpunkten zukommt und im Bedarfsfalle vom Schopfer
zur Abstufung der gegenseitigen Wirkung verwendet werden kann,
aber nicht verwendet werden muss. Der Abstand wird damit eine
selbstindig existierende Grosse. Ob diese Grdsse bei der schopferi-
schen Verwirklichung des Weltplanes reelle Existenz erhalten oder
eine blosse Rechnungsgrosse bleiben soll, braucht hier noch nicht
entschieden zu werden. Jedenfalls verlangen wir, dass ein Abstand
ohne Wechselwirkung der Stoffpunkte keinen logischen Widerspruch
bedeutet Wir fordern mit anderen Worten:.

6. Grundsatz. Es sind Stoffpunkte mdglieh,
die von einander einen beliebig verlangten Ab-
stand haben und keine Wirkung auf einander aus-
iben.

Wir verlangten weiter oben, dass die Glieder einer Gruppe im
allgemeinen miteinander in engerem Verkehr stehen als mit frem-
den Stoffpunkten. Die Forderung ldsst sich nun dahin formulieren;
dass die Glieder einer Gruppe im allgemeinen gegeneinander kleinere
Abstinde haben als gegen fremde Stoffpunkte. Doch gilt diese
Forderung nur im allgemeinen, wie schon oben betont. Sie gestattet
Ausnahmen, und daher kinner wir keinen diesbeziiglichen Grundsatz
aufstellen. Eine Gewehrkugel z. B. bildet in der Lunge einen Fremul-
korper, und doch liegt sie den beteiligten Lungenpartien viel niher
als die iibrigen Korperteile. Die Glieder einer Gruppe konnen sehr
weit voneinander abstehen, und es besteht kein Anlass, hierfiir eine
obere Grenze aufzustellen. Wir konnen fiir die inneren. Abstinde
einer Gruppe iiberhanpt keine Vorschrift geben. Jede beliebige Kom-
bination von Stoffpunkten diirfen wir als Gruppe bezeichnen und
als eolche behandeln, weil moglicherweise gerade diese Kombination
einmal sich als zweckmissig erweisen wird. Deshalb fordern wir:

7. @Grundsatz Beliebig gewdhlte Stoffpunkte
konnenalseineGruppebetrachtet werden, gleich-
oriiléiﬂ'. welches ilire gegenseitigen Abstinde
sin

Die Einteilung in Gruppen soll indes nlcht starr sein. Die
Stoffpunkte einer Gruppe sind nicht a priori fiir einander bestimmt;
sie konnen sich’ vielmehr nach Bedarf dieser oder jener Gruppe an-
schliessen. Jedem Stoffpunkt bleibt die Moglichkeit gewahrt, mit
jedem anderen abwechselnd in engeren und weiteren Verkehr zu
treten. Die Gruppen werden zu hestimmten Zwecken gebildet und -
solange aufrecht erhalten, bis ihr Zweck erreicht ist. Dann grup-
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pieren sich die Stoffpunkte nen, und zwar so, wie es der neue Zweck
erfordert. Solche Stoffpunkte, die bisher im engsten Verkehr standen,
lockern ihre Beziehungen; andere, die sich bisher fremd waren,
steigern ihren gegenseitigen Verkehr. Der Abstand zweier Stoff-
punkte ist also eine verdnderliche Grosse.

Damit soll nicht gesagt sein, dass sich alle vorhandenen Ab-
stinde zugleich und fortwihrend #ndern. Wir verlangen vielmehr:
In einem gegebenen Augenblick muss sich die Aenderung auf einen
relativ kleinen Teil der Abstinde beschrinken. Die Mehrzahl der
Stoffpunkte muss ihre gegenseitigen Abstinde beibehalten. Wir
fordern also die Esistenz starrer Systeme, d. h, solcher
Gruppen, die eine Zeitlang ihre inneren Abstéinde nicht dndern.
Solche starre Systeme sind offenbar notwendig zur Orientierung und
ferners zu iiberlegtem, zweckméssigem Gebrauch der Stoffe. Unser
Erdkérper ist ein solehes starres System Die Wohnh#user, Strassen,
Bahnlinien, Fliisse, Briicken und Unterfiihrungen hbilden festliegende
Punkte und starre Linien im starren System des Erdkérpers. Dieses
System prigen wir dem Geddchtnis ein und damit finden wir unsere
Wege. Auch unsere Werkzeuge bilden starre Systeme Sie behalten
dauernd die Form, welche sie bei der Anfertigung erhalten und fiir
ihren speziellen Zweck bengtigen. Die Brauchbarkeit der Werkzeuge
beruht auf ihrer Starrheit. Manche Werkzeuge, wie z. B. die Scheere,
bestehen aus mehreren starren Systemen, die gegen einander beweg-
lich sind. Sobald ibrigens die Werkzeuge und die iibrigen starren
Systeme ihren Zweck oder ihre Brauchbarkeit verlieren, kann ihre
Starrheit wieder aufgehoben werden.

. ‘ III. Abstandsiindernde Ursachen.

Der Abstand zwischen zwei Stoffpunkten #ndert sich in der ge-
schaffenen Welt auf verschiedene Ursachen hin. Da sind in erster
Linie die anziehenden und abstossenden Kriifte zu nennen. Aher
auch ohne Krifte kann sich der Abstand #ndern infolge des Be-
harrungsvermdgens der Korper. Das Beharrungsvermggen hat zur
Folge, dass sich ein Ko6rper nach dem Aufhdren der Kraftwirkung
in geradliniger Bahn mit konstanter Geschwindigkeit weiterbewegt,
dass. sich also die Abstinde ohne die Titigkeit von Kriften weiter
verfindern. FEine solche kriftefreie Abstandsinderung setzt indessen
eine zeitlich vorangehende Tétigkeit von Kriften voraus und kann
als eine Nachwirkung der Krifte betrachtet werden. Wir wollen
daher die unmittelbare Wirksamkeit der Krifte und das hierdurch
ausgeliste kriftefreie Bewegungsvermigen zusammenfassen unter die
Bezeichnung: Abstandsdndernde Ursachen,

In der Natur unterliegt ein Stoffpunkt regelmissig zu gleicher
Zeit dem FEinfluss mehrerer abstandsindernder Ursachen. Immer
jedoch ldsst sich die erkung mehrerer Ursachen zerlegen in Einzel-
wirkungen zwischen je zwei Stoffpunkten. Diese Emzelerkungen
die allem uns beschaftlgen sollen, tellen wir in direkte und in-
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direkte Abstandsinderungen ein. Direkt nennen wir die Ab-
standsinderung zwischen zwel Stoffpunkten, wenn sie durch gegen-
seitige Anziehung oder Abstossung erfolgt, also ohne Mitwirkung
eines dritten Stoffpunktes. Hierher gehort auch diejenige Trigheits-
bewegung, welche durch direkte Ursachen hervorgerufen wird und
nach dem Aufhoren dieser Kriifte oder noch wéhrend ihrer Téatigkeit
in Erscheinung tritt. ,

Indirekt heisse dagegen eine Abstandsénderung, wenn einer der
Stoffpunkte A oder B mit einem dritten Stoffpunkte C in Wechsel-
wirkung tritt. Bs mogen sich z. B. A und C gegenseitig anziehen und
sich einander nihern., Wihrend sich nun A bewegt, bleibt B in
Ruhe, und der Abstand zwischen A und B &ndert sich, ohne dass
zwischen diesen beiden Stoffpunkten eine direkte Kraftwirkung be-
stinde; es liegt also eine indirekte Abstandinderung vor. In diese
Klasse von Bewegungen gehdrt auch jene Trigheitshewegung, die
durch indirekte Krafte hervorgerufen wird. Offenbar sind die in-
direkten Abstandsinderungen abhingic von den direkten. Nur da-
durch, dass zwischen A und C oder zwichen B und C eine direkte
Abstandsinderung erfolgt, dndert sich indirekt auch der Abstand
zwischen A und B.

Den direkten Ursachen wollen wir die beiden beteilicten Stoff-
punkte als 8it z zuweisen. Statt dieses Ausdruckes wollen wir auch
sagen: Die Ursache ist in beiden Punkten titig. Nun kinnen
wir den Unterschied zwischen direkten und indirekten Ursachen
folgendermassen formulieren:  Fine Ahbstandsinderung zwischev
zwei Stoffpunkten ist direkt, wenn die wirkende Ursache in beiden
Stoffpunkten ihren Sitz hat. Die Aenderung ist indirekt, wenn die
Ursache nur in einem der heiden Stoffpunkte und ausserdem in
einem dritten Stoffpunkt ihren Sitz hat.

Soviel iiher die tatsdchlichen Verhiltnisse in der geschaffenen
Welt. Nun versetzen wir uns wieder in jene Zeit muriick, wo die
Welt noch nicht existierte und der Schépfer eben daran war, den
Weltplan zu entwerfen. Ohne weiteres selbstverstindlich war es,
dass er folgenden Grundsatz aufstellte: ‘ :

8 Gruudsatz Der Abstand zweier Stoff-
punktedndertsichnicht, wenn keiner der beiden
Rtoffpunkte S itz einer abstandsdndernden
Ursache ist. '

Von den abstandsindernden Ursachen sind die direkten am
wichtigsten, weil ohne sie auch keine indirekte Abstandséinderung
erfolgen konnte. Es handelt sich vorliufig nicht darum, die direk-
ten Ursachen zu spezifizieren, also Kréfte oder Beharrungsvermggen
oder sonstige Ursachen festzulegen und ihre Gesetze aufzusteilen.
Wir fordern vielmehr nur die prinzipielle M&glichkeit solcher Ut-
sachen. Ursachen, welche den Abstand verringern, nennen wir an-
ziehende, solche, die den Abatand vergrissern, mbgen abstossende Ut-
sachea heigeen. .
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Die in der Schiptung existierenden in dir ekt en Abstandséinde-
rungen diirfen wir nicht als etwas Selbstverstindliches ansehen. Es
wiire ein Irrtum, sie als eine notwendige Folge der direkten
A.bstandsﬁnderungen zu betrachten. A priori bilden die Abstinde
lauter von einander unabhiingige Grissen.  Solange der Schopfer -
ihre Unabhingigkeit nicht durch irgendwelche Bestimmungen ein-
schriinkt, ldsst sich einer der Abstinde indern, ohne dass sich andere
gleichfalls #ndern miissten. Wenn der  Schopfer die gegenseitige
Unabhingigkeit der Abstinde aufhoh, mussten hierfiir Zweckméssig-
keitsgriinde vorhegen

Ein Beispiel moge uns diese Griinde veranschaulichen. Wenn
wir schreiben, dann fiihrt unsere Hand die Feder. Schreibpapier
und Feder sollen einander gendhert werden bis zur Berithrung. Der
Abstand zwischen Papier und Feder muss so klein werden, dass die
Tinte aus der Feder an die Schreibfliche gesaugt wird. Die An-
niherung erfolgt nicht durch Ursachen, die in Papier und Feder
ihren Sitz haben, also nicht durch direkte Ursachen. Zu einer gegen-
seitigen Anniherung durch direkte Ursachen konnen wir Papier und
Feder nicht veranlassen. In der fertigen Schipfung gehdren die
Krifte, die in den leblosen Kérpern ihren Sitz haben, zum Wesen der
Korper und sind vom Schipfer ein fiir allemal festgelegt Nur die
Bewegungen. unseres K&rpers gehorchen unserem Willen. Wenn wir
also den Abstand zweier Gegenstéinde dndern wollen, miissen wir zur
indirekten Abstandsinderung greifen. Das geschieht tatsichlich
beim Schreiben, denn die Anndherung zwischen Papier und Feder
erfolgt durch Vermittlung eines dritten Xorpers, ndmlich durch die
schreibende Hand. Indem sich die Hand der Schreibfliche ndhert,
nimmt auch der Abstand zwischen Federhalter und Schreibfliche
ab. Letztere Abstandsinderung ist offenbar indirekt. Hitte der
Schopfer auf indirekte Ursachen verzichtet, dann wire der Fall denk-
bar, dass die Hand gleichzeitig Federhalter und Schreibfliche be-
riithrt und trotzdem Federhalter und Schreibfliche kilometerweit von
einander entfernt bleiben.

Sehen wir von diesem speziellen Beispiel ab, dann kounen wir
allgemein sagen: Um die Welt beherrschen zu konnen, brauchen
wir Menschen die Féhigkeit, zwei beliebige Gegenstinde in einen ge-
wilnschten gegenseitigen Abstand von einander zu bringen. Das
kann aber nur durch indirekte Ursachen geschehen. Aus diesem
Grunde nahm der Schépfer in seinen Weltplan die Forderung auf,
dass sich ein Stoffpunkt unter dem Einfluss indirekter Ursachen in
jeden gewiinschten Abstand von einem zweiten Stoffpunkt bringen
lisst. Dabei wird nicht vorausgesetzt, dass der zweite Stoffpunki
ohne Krifte ist. Er darf vielmehr selbst Sitz von Kriften sein und
mit anderen Punkten in Wechselwirkung stehen. Wir passen eben
in diesem Fall die auf den zweiten Punkt wirkenden Krifte der Re-
wogung des ersten Punktes an. Man erinnere sich beispielshalber,
dass wir mitsamt Schreibtisch und Schreibpapier die Bewegung der
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Erdkugel mitmachen. Trotzdem vermogen wir die Federspitze
einem bestimmten Punkt der Schreibfliche zu ndher- Wir fordern
also:

9. Grundsatz. Dem Abstand zweier Stoff-
punkte lisst sich durch abstandsindernde Ur-
sachen, dieineinem der Punkte und in fremden
Punkten ihren Sitz haben, jeder gewiinschte
Werterteilen.

Nach unserer Darstellung tritt eine indirekte Abstandsénderung
nur auf, wenn ven den zwei beteiligten Stoffpunkten wenigstens einer
mit weiteren Stoffpunkten in direkter Wechselwirkung steht. Wenn
also die Stoffpunkte einer Gruppe mit keinem fremden Stoffpunkt in
direkter Wechselwirkung stehen, bleiben die innerem Abstinde der
Gruppe und die inueren Abstandsinderungen von allen dusseren Vor-
gingen unbeeinflusst. Eine solche Beeinflussung liesse sich durch
nichte rechtfertigen. Man stelle sich z. B. vor, die Biicher einer Biblio-
tehek wiirden plétzlich zu wandern beginnen und ihre gegenseitigen
Abstinde veriindern bloss deshalb, weil in einer anderen Bibliothek
die Biicher umgestellt werden. Wir miissen offenbar die - gegen-
seitige Unabhingigkeit zweier Gruppen fordern, solange keine
wechselseitigen abstandsindernden. Ursachen -vorliegen. Um diese
Forderung exakt formulieren zu konnen, wollen wir folgende Be-
zeichnungen definieren. Innere Abstinde einer Gruppe mbgen
alle jene Abstinde heissen, die zwischen Stoffpunkten der Gruppe
bestehen. Alle iibrigen wollen wir dussere Abstdnde nennen,
also sowohl jene, die zwischen einem Stoffpunkt der Gruppe und
einem fremden Stoffpunkt bestehen, als auch jene, welche zwichen
fremden Stoffpunkten untereinander vorhanden sind. In anologer
Bedentung wollen wir die Ausdriicke innere und 4ussere Ab:
standsdnderung gebrauchen. Wenn kein Stoffpunkt der
Gruppe mit einem fremden Stoffpunkt durch eine direkte abstands-
dndernde Ursache verbunden ist, nennen wir die Gruppe abge-
schlossen. Nun kionnen wir die obige Forderung  folgender-
massen formulieren:

10. Grundsatz. Die inneren Abstinde wund
Abstandsénderungen einer abgeschlogssenen
Gruppe sind von allen dusseren Abstéinden und
Abstandsdnderungen unabhéingig.

Die gegenseitige Abhéngigkeit der Abstinde ist die Vorbedin-
gung jeder Geometrie. In der euklidischen wie in allen anderen
Geometrien hingen die Abstinde nach gewissen mathematischen
Formeln zusammen und durch die Wahl der Formeln wird die Art
der Geometrie bestimmt. Die euklidische Geometrie hat andere
Formeln als die elliptische und diese wiederum andere als die parabo-
lische Geometrie. In jeder Geometrie sind gewisse Ahbstandskombi-
nationen moglich, andere unméglich. Damit gelangen wir zum
Begriff des geometrisch Moglichen. Wir definieren:
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Trgend eine Annahme heisse geometrisch méglich, wenn sie nicht
unseren bisherigen und den spéfer noch folgenden Forderungen betr.
gegenseitige Abhingigkeit der Abstinde widerspricht. Eine geo-
metrisch méglicher Vorgang braucht nicht notwendig auch physi-
kalisch méglich zu sein.

Aus dem eben aufgestellten Grundsatz ldsst sich nun folgender
Satz ableiter:

Satz: Gibt es eine  Anzahl von Stoffpunkten, deren
jeder fiir sich allein in bestimmt vorgeschriebenen Abstinden von den
Stoffpunkten einer Gruppe geometrisch méglich ist, dann besteht
auch die geometrische Moglichkeit, dass alle diese Stoffpunkte
gleichzeitiz existieren und die vorgeschriebenen Abstéinde ein-
halten.")

IV. Stetige Abstandsiinderung.

Wegen der Verinderlichkeit der Gruppierung befindet sich die
Welt in stindiger Entwicklung. Die Schépfung bietet immer wie-
der ein neues Bild. Zwischen den Bildern, die einander ahlsen,
muss aus kimstlerischen Griinden ein Zusammenhang bestehen. Das
Weltgeschehen darf nicht eine zusammenhanglose Reihe von Bildern
darstellen. Wie in einem kunstvoll angelegten Drama muss ein Bild
aus dem anderen hervorgehen. Jedes Bild muss aus dem voraus-
gehenden herauswachsen, wie die Pflanze aus dem Samenkorn und
die Bliite aus der Knospe, d. h. die Ueberfithrung eines Bildes in das
folgende muss durch stetige, nicht durch sprungweise Aenderung
erfolgen. Andernfalls hitten wir nicht einen Uebergang, sondern
eine Zerstérung des vorhandenen Bildes und eine Neuschaffung der
folgenden Szenerie. Die in der Welt existierenden messharen Grossen
diirfen sich also nur stetig dndern.

Hierdurch kommt zugleich die substanzielle Identitit der Stoff-
punkte zum Awusdruck und zu unserer Kenntnis, wihrend sich die
messbaren Gréssen, wie Abstand, Form, Temperatur, als Akzidenzien
darstellen. '

Ein Abstand kann also nur dadurch in einen anderen iiber-
gehen, dass er alle zwischenliegenden Werte der Reihe nach an-
nimmt. Das bietet uns den Vorteil, dass wir kommende Verdnde-
rungen rechtzeitig voranssehen. Ein feindliches Wesen, das sich uns
nihern will, erreicht uns nicht momentan. Sobald es anfingt, uns
in die Nihe zu kommen, konnen wir ausweichen oder Gegenmass-

) Der Beweis fiir diesen Safz lisst sich folgendermassen fijhren: Die
gegebene Gruppe sei G und die Stoffpunkte mit den vorgeschriebenen Ab-
stinden seien Ai, Az ete. Nun kann A: nach unsern Voraussetzungen fiir sich
allein in den verlangten Abstinden von den Stoffpunkten der Gruppe G existieren.
Keiner der Stoffpunkte moge Sitz einer abstandsiindernden Ursache sein. Nun
rechnen wir G und A: zu einer einheitlichen Gruppe Gz, und diese ist unab-
hingig von A: nach dem 10, Grundsatz. As: kann also neben A: in den ver-
langten Abstiinden existieren. In gleicher Weise kinnen wir bei den weiteren
Stoffpunkten As, A« etc. vorgehen.
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regeln treffen. Der Soldat kann dem Sibelhieb des Feindes aus-
weichen oder ihn parieren; gegen eine Gewehrkugel ist er machtlos,
weil sie zu rasch herankommt. Bei sprungweiser Anndherung oder
Entfernung wiirde sich unsere Umgebung blitzartig &ndern. Ganz
unvermittelt wiirden Gegenstinde erscheinen und ebenso unvermit-
telt wieder verschwinden, ohne dass wir wiissten, woher und wohin.
Wir fordern also:

11, Grundsatz. Alle Abstdnde sind stetige
Funktionen der Zeit. ,

Diese Forderung geniigt aber nicht, sondern bedarf zu ihrer
Ergénzung eines weiteren Grundsatzes, ihe wir denselben angeben,
wollen wir den Begriff des Umweges formulieren. Zwei Stoffpunkte
A und B mogen den Abstand ¢ haben. Ferners existiere ein dritter
Stoffpunkt C, welcher gegen A und B die Abstinde a bezw. b hat.
Nun wollen wir B durch indirekte Ursachen bewegen. Einmal mége
B unmittelbar nach A bewegt werden, ein anderes mal zuerst nach
C und von da nach A. Die Summe a-b der zwei letzteren Ab-
stdnde moge ein Umweg heissen. Wir konnen also B unmittelbar
oder auf einem Umweg nach A bringen. ‘

Es ist a priori moglich, dass der Umweg a--b kleiner wird
als der unmittelbare Weg c. Vielleicht lasst sich sogar der Umweg
durch geeignete Wahl des Umwegpunktes C beliebig klein machen.
Dann kann B seinen Weg nach A durch Wahl eines geeigneten Um-
weges beliebig stark abkiirzen. Es kann bei gleicher Kraftanstren-
gung in beliebig kurzer Zeit nach A gelangen und dort véllig un-
erwartet ankommen. Es wire also der Zweck des eben aufgestellten
Grundsatzes zum Teil vereitelt. Deshalb verlangen wir, dass keine
beliebig kurzen Umwege existieren. In der euklidischen Geometrie
kann der Umweg a-b nicht kirzer sein als der unmittelbare Weg
¢. Dag wire an sich die rationellste Forderung. Sie setzt aber das
Vorhandensein eines entsprechenden Massystems voraus und kann
nicht fiir jedes willkiirlich gewihlte Massystem Geltung haben. Wir
besitzen einstweilen nur ein willkiirliches System und miissen darum
von einer vollstindigen und zahlenmissigen Formulierung der au-
gedeuteten Forderung absehen, :

Fiir unsere Zwecke geniigt es einen Spezialfall heraussugreifen,
zu dessen Regelung auch unser willkiirliches Massystem geniigt.
Wir fordern némlich, dass bei unbegrenzter Steigerung des Ab-
standes ¢ auch der Umweg a-b unbegrenzt steigt. Wirde fir
den Umweg eine obere Grenze g existieren, dann kétnte jeder noch
so grosse Abstand a durch einen Umweg ersetzt werden, der kleirer
ist als g. Wir fordern also:

12 Grundsatz Ineinerausdrei Stoffpunkten
bestehenden Gruppe steigt die Summe Zweicr
Abstinde iber eine beliebig vorgeschriebene
Grosse, wenn wir den dritten Ahstand geniigend
gross machen,
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V. Die Bewegung starrer Korper.

Von starren Korpern verlangen wir, dass wir ihre Abstinde von
anderen Korpern éndern kinnen, ohne hierdurch ihre Starrheit aut-
zuheben. Wenn aber diese Bewegung eines starren Systems fiber-
blickt und zweckmissig geleitet werden soll, dann diirfen die Bahnen
cer einzelnen Punkte nicht ein wirres Durcheinander bilden. Die
Bahnen benachbarter Punkte diirfen nicht zu sehr von einander ver-
schieden sein. Xleine Korperchen betrachten wir bei der Bewegung
als einzelne Stoffpunkte. Alle Atome eines solchen Korpers haben
von einem entfernten ausseren Stoffpunkt fast den gleichen Abstand
und bei der Anuidherung an das Ziel &ndern sich die Absténde
ziemlich gleichmiéssig. Bei einem stabférmigen Korper, z. B. bei
einem Zeigestab, sind die Abstande von #usseren Punkten stiarker
gegeneinander verschieden. Es gentigt aber, bei der Beweguag des
Zeigestabes das obere und das untere Ende, also zwei Stoffpunkte,
im Auge zu behalten und ihre Bewegung zu dirigieren. Die der
Spitze benachbarten Stoffpunkte ahmen die Bewegung der Spitze
nach, die in der Nihe des Griffes liegenden die Bewegung des Griffes.
Je weiter ein Stoffpunkt von der Spitze wegliegt, desto meehr diffe-
riert seine Bahn von der Bahn der Spitze und desto mehr.nihert sie
gich der Bahn des unteren Endpunktes. Die Entfernung eines Stoff-
punktes von dem &dusseren Zielpunkt ist eine stetige Funktion seines
Abstandes von der Spitze. Wire die Funktion unstetig, dann konnte
der Fall eintreten, dass ein Atom bereits ans Ziel gelangt, wihrend
sein unmittelbarer Nachbar noch meilenweit davon entfernt ist. Es
konnte ferner der Fall eintreten, dass wir die Spitze langsam und
vorsichtig der Landkarte ndhern, und dass gleichzeitig die mittleren
Partien des Zeigestabs einen Ausflug machen und hierbei das Fenster
einschlagen oder in die Sonne gelangen und dort verbrennen. '

Solche Vorfille wiren allerdings nicht zufdllig. Um, sie jedoch
zu verhiiten, miissten wir jedes einzelne Atom im Auge behalten. Wir
milssten die Bewegung jedes einzelnen Aftoms im voraus berechnen,
ehe wir es wageh konnten, zum Zeigestab zu greifen. Zu einer
solchen Rechnung wiirde ein Menschenleben nicht ausreichen. Man
erinnere sich nur, dass ein Kubikzentimeter eines Stoffes Trillionen
von Atomen enthélt. Finfacher wire es noch, durch vorsichtiges
Probieren die richtige Bewegung ausfindig zu machen. - Aber auch
damit kdmen wir an kein Ende bei der Vielheit und Verschiedenheit
der denkbaren Bewegungen. Wer wiirde endlich dafiir garantieren,
dass sich unter den mioglichen Bewegungen des Zeigestabes wenig-
stens ein e befindet, bei welcher keines der Atome einen unbeabsich-
tigten Schaden anrichtet.

Eine zweckmissige Bewegung und wirksame Ueberwachung des
Stabes ist nur dann ausfiihrbar, wenn die Abstinde seiner Stoff-
punkte von einem #usseren Stoffpunkt untereinander einen stetigen
Uebergang zeigen. Wir fordern also: Die Abstinde der Stoffpunkte
eines starren Systems von einem #usseren Stoffpunkt sind stetige
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Funktionen ihrer Abstinde von jedem Stoffpunkt des starren
Korpers.

' Die Iolge davon ist, dass zwel zusammenfallende Stoffpunkte
in ihren Abstinden von allen iibrigen Stoffpunkten tibereinstimmen.
Unterschieden sich nédmlich  -zwei zusammenfallende Stoffpunkte A
‘und C in ihren Abstinden a und ¢ von einem, Husseren Stoffpunkt
um eine von Null verschiedene Grosse, dann wiirde aus der eben
-aufgestellten Forderung und aus dem Stetigkeitsbhegriff folgen, dass
ein Stoffpunkt B denkbar ist, welcher ndher an A liegt als C. Das
ist aber ausgeschlossen, weil der Abstand Null nach unserer Begrifis-
bestimmung nicht bloss den faktisch kleinsten Abstand bedeutet,
sondern den kleinsten denkbaren Abstand. Somit fordern wir:

13. Grundsatz. Zwel zusammenfallende Stof{-
punkte stimmen inihren Abstdnden von allen
ibrigen Stoffpunkten iberein.

Hieraus folgt ummittelbar der

Satz: Haben zwei Stolfpunkte von einem dritten den Abstand
Null, dann haben siz auch unter sich den Abstand Null.

VI. Der Kaum,

Wenn in einer Anzahl von Stoffpunkten keine abstandsindern-
den Ursachen tatig sind, dann behalten sie nach dem 8. Grundsatz
ihre gegenseitigen Abstdnde bei. - Nun konnen wir allerdings nicht
mit Sicherheit annehmen, dass solche ursachenfreie Stofipunkte in
-der ausgefiihrten Schépfung existieren. Diese Annahme hat sogar
die Wahrseheinlichkeit gegen sich. Wir diirfen aber nach dem 2.
Grundsatz beliebig viele Stoffpunkte zu den wirklich existierenden
hinzudenken. Von dieser Moglichkeit machen wir nun Gebrauch.
Wir fingieren eine grosse Menge gedachter Stoffpunkte, welche
dauernd ohne abstandséndernde Ursachen bleiben, also einen unver-
dnderlich starren Koérper bilden. Zum Unterschied von den wirklich
existierenden Stoffpunkten mégen sie Raumpunkte oder kurz
Punkte heissen. Alle geometrisch méglichen Raumpunkte fassen
"wir unter die Bezeichnung R aum zusammen. ’ )

Die Raumpunkte befolgen so gut wie die Stoffpunkte alle
Grundsitze und unterscheiden sich von den Stoffpunkten nur da-
durch, dass sie niemals Sitz einer Ursache oder Wirkung werden.
Sie haben den Zweck, uns die Orientierung und die Beschreibung zu
erleichtern.. Nicht jeder gedachte ursachenfreie Punkt soll notwendig
zu den Raumpunkten gehéren, sondern nur jene, die eigens und aus-
schliesslich fiir den angedeuteten Zweck bestimmt sind. Die Anzahl
der Raumpunkte sei von Anfang an sehr gross gewahlt und kann
jederzeit unbegrenzt vergriossert werden. Nach dem Satz, den wir
am Schiuss des TIT. Abschnittes aufgestellt haben, - ist es gleich-
giiltig, in welcher Reihenfolge wir neue Raumpunkte hinzutiigen.
Ein Raumpunkt, der fiir sich betrachtet geometrisch méglich ist,
bleibt es auch, wenn wir zuvor heliebig viele andere Raumpunkte
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tixieren. Nur die einzige Finschrinkung wollen wir machen, dass
keine zwei Kaumpunkte zusammenfallen diirfen. Von zusammen--
fallenden Raumpunkten lassen wir alle weg mit Ausnahme je eines
cinzigen. Von zwei zusammenfallenden Raumpunkten wire der
eine tberfliissig, weil er nach dem 13. Grundsatz von allen wirklichen
und gedachten Siolipunkten die gleichen Abstinde hitte wie der
andere. Es wire durch den zweiten Punkt fir die Orientierung
nichts gewonuen, und deshalb ist es zweckmissig, ihn ganz weg-
zulassen. Do N T

Ein Stoffpunkt hingegen kann von einem Raumpunkt den Ab-
stand Null haben. Dann sagen wir, der Stoffpunkt lie ge oder er
befinde sich in dem Raumpunkt Jedoch kann ein
Stoffpunkt nicht gleichzeitig in zwei oder mehr Raumpunkten liegen
nach dem oben abgeleiteten Satz: Haben zwel Stoffpunkte von einem
dritten den Abstand Null, dann haben sie auch unter sich den Abstand
Null. Wenn also ein Stoffpunkt gleichzeitig in zwei Raumpunkten
lige, danr hitten die zwei Raumpunkte den Abstand Null, was wir
vorhin als unzuldssig erklart haben.

Liegt ein Stoffpunkt in einem gegebenen Raumpunkt, dann hat
er nach dem 13. Grundsatz von allen wirklichen und gedachten Stoff-
punkten die gleichen Abstinde, wie der gegebene Raumpunkt.
Diraus folgt weiterhin: Zwei Stoffpunkte haben den gleichen Ab-
sland wie die Raumpunkte, in denen sie liegen. ,

- Liegt ein Stoffpunkt eine Zeitlang im gleichen Raumpunkt,
dann behidlt er nach dem 13. Grundsatz von allen Raumpunkten
konstante Abstinde, und wir sagen, er ruht. Das tritt ein, wenn
entweder keine abstandséindernde Ursache auf ihn wirkt, oder wenn
mehrere Uisachen vorhanden sind, deren Wirkungen sich gegen-
seitig aufheben. Aendert ein Stoffpunkt seine Abstinde von einigen
oder von ailen Raumpunkten untereinander, heisse relative Be-
solute Bewegung oder kurz Bewegung., Die Abstands-
inderuny von Stoffpunkten untereinander, heisse relative Be-
wegung. Liegt ein Stoffpunkt bei Beginn einer Bewegung im
Raumpunkt A und am Schluss im Raumpunkt B, dann sagen wir,
er habe sich von A nach B bewegt. Auf Raumpunkfe angewen-
det lautet der 9. Grundsatz: Jeder Stoffpunkt kann durch indirekte
abstandsindernde Ursachen von jedem beliebigen Raumpunkt nach
jedem andern Raumpunkt hinbewegt werden.

Hieraus lésst sich durch zwingende Schliisse beweisen'): Zwei
Raumpunkte kénnen nicht in ihren Abstinden von allen iibrigen

1) Zum Beéweis béwegen wir einen gedachien Stoffpunikl S nach A und
voih di nach' B. S hat bei seiner Bewegung von A nach B anfinglich von 4
den Absland Null, von' B den Abstand AB. Letzierer Abstand ist von Null
verschieden, da zwei Raumpunkié nicht voneinander den Abstand Null haben
konneh, Da sich die Abstinde stetig dndern, lisst sich éin Zeitpunkt ¢ angeben,
in welchem der Abstand AS noch klemer ist als BS. In diesem Augenblicke
migen alle abstandsindernden Ursachen aufhoren, und § behilt von diesem
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Raumpunkten tGbereinstimmen. Fernes: Zweli Stoffpunkte, oder ein
Stoffpunkt und ein Raumpunkt fallen zusammen, wenn sie von allen
Raumpunkten beziiglich gleiche Abstinde haben. Weiterhin folgt'):
Ein Stoffpunkt liegt jederzeit in einem Raumpunkt.

Der Raum ist nach unserer Darstellung nicht ein Schépfungs-

rodukt des Weltbaumeisters, sondern ein Hilfsmitfel, das wir uns

selbst schaffen. An dieser Auffassung des Raumes wollen wir auch
im folgenden festhalten. Der Raumbegriff wire fiir unseren Zweck
nicht uubedingt notig, aber er erleichtert unsere Aufgabe und er
vereinfacht namentlich die Formulierung der nachfolgenden Grund-
sitze. Die hohe Brauchharkeit dieses Hilfsmittels ist dem
Schopfer nicht entgangen; durch geeignete Konstruktion unserer
Sinne hat er uns¢ den Gebrauch dieses Hilfsmittels nahegelegt. Der
von uns wahrgenommene Raum ist allerdings ein Bewegtes, also
etwas anderes wie der oben definierte absolute Raum. Nachdem wir
aber mittelst sinnlicher Wahrnehmung die Vorstellung des  Raumes
gewonnen haben, ist uns der Weg geebnet zur Vorstellung des absolut
ruhenden Ruaumes und zur Definition seines Begriffes.

Die Gesamtheit jener Raumpunkte, womit ein Stoffpunkt
wihrend einer Bewegung zusammenfiel, nennen wir seine Bahn.

Unter Benutzung dieses Ausdruckes kénnen wir den 9. Grund-
-satz in seiner Anwendung auf Raumpunkte folgendermassen formu-
lieren: Jeder Raumpunkt lisst sich mit jedem andern durch eine
Baha verbinden. o

Wir wollen nun diesen Grundsatz erweitern und zwar zu dem
Zweck, den Stoffpunkten; eine mdoglichst grosse Bewegungsfreiheit
zu sichern. Chne nihere Begriindung lenchtet die Zweckmissigkeit
des folgenden Grundsatzes ein:

14. Grundsatz Aufeiner Bahnkannsichjeder
beliebige Stoffpunkt zwischen beliebigen Punk-
tern der Bahn hin und zuriick bewegen, ohne einen
zwischenliegenden Punkt zu iiberspringen.

Im Interesse der Bewegungsfreiheit miissen wir ferner fordern,
dass sich zwel Raumpunkte nicht bloss durch eine einzige Bahn,

Zeitpunkt an nach dem 7. Grundsatz zu allen Kaumpunkten unveriuderliche
Abstiinde, Somit ist auch ein Raumpunkt geometrisch moglich, der die gleichen
Abstinde hat wie S, und da der Begriff Raum alle geometrisch moglichen Raum-
punkte in sich fasst, konnen wir sagen: Es existiert ein Raumpunkt C, cer die
gleichen Abstiinde hat wie S, der also niher bei A liegt als bei B. Somit ist
bewiesen, dass A und B wenigstens von einem Raumpunkt ungleiche Abstinde
haben. '

) Zum Beweis entxichen wir dem betreffenden Stoffpunkt im entsprechen-
den Augenblick alle abstandsindernden Ursachen, dann bleiben seine Abstinde
von allen Raumpunkien unveriinderlich. Es ist also ein Raumpunkt von solchen
Abstinden moglich und existiert darum. Dieser Raumpunkt stimmt mit dem
gegebenen Stoffpunkt in den Abstidnden von allen Raumpunkten {iberein, also
liegt der Stoffpunkt in dem Raumpunkt.

Philosophisches Jahrbuch 1918 9
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sondern durch beliebig viele Bahnen miteinander verbinden -lassen.
Es kann der Fall eintreten, dass ein Punkt der einen Bahn durch
einen fremden Stoffpunkt besetzt ist, welcher den Weg in gewissem
Sinne versperrt, Wir haben allerdings die Stoffpunkte nicht fir
undurchdringlich erkldrt, und aus den bisherigen Definitionen und
Grundsitzen lisst sich die Undurchdringlichkeit der Stoffpunkte
nicht beweisen. Wenn jedoch ein Stoffpunkt gezwungen ist, auf
seinem Weg durch einen andern hindurchzugehen, dann tritt er zu
diesern in den denkbar engsten Verkehr, und es ist fraglich, ob dieser
enge Verkehr mit diesem Stoffpunkt momentan zweckdienlich ist. Er
bedeutet zum mindesten eine Ablenkung von dem eigentlichen Ziel,
kann aber unter Umstinden die Erreichung des Zieles ganz verhin-
dern. Man denke z. B. den Fall, dass eine Stelle der Bahn durch
gliihend heisses Metall besetzt ist. Dann kann ein lebendes Wesen
diese Stelle nicht passieren, ohne vernichtet zu werden. Es konnen
also Umstinde eintreten, die eine oder mehrere Punkte unpassierbar
machen. Darum ist es erwiinscht, dass immer wieder eine neue
Bahn zur Verfiigung steht und dass sich geféhrliche Punkte um-
gehen lassen. : :

Es kann sogar vorkommen, dass nicht bloss einzelne Punkite,
sondern eine ganze Bahn unpassierbar wird. So kann z. B. die ganze
Bahn durch fremde Eorper besetzt sein. Man denke an Flusslinien,
Wasserleitungen, Telegraphendrihte.  Auch die Eisenbahnlinien
zihlen bierher; sie sind zwar nicht bestindig in allen ihren Punkten
von Bahnziigen besetzt, aber sie miissen fiir die Ziige reserviert blei-
ben, wenn Unglicksfille vermieden werden sollen, und deshalb baut
man Unterfithrungen. Solche Beispiele lassen erkennen, dass in
vielen Fillen ganze Bahnen dem’ allgemeinen Verkehr entzogen wer-
den miissen. Um trotzdem eine weitgehende Bewegungsfreiheit zu
sichern, fordern wir: ) ‘

15 Grundsatz Ein Stoffpunkt lisst sieh von
jedem Raumpunkt zu jedem anderen Raumpunkt
derart hinbewegen, dass eine beliebige Anzahl
von Punkten und Bahnen nicht getroffen werden.

Unter den zu meidenden Bahnen konnen sich auch solche be~
finden, welche den gleichen Anfangs- und Endpunkt haben wie die
neu zu bestimmende Bahn. Mit anderen Worten: Zwei heliebige
Bauvmpunkte lassen sich durch beliebig viele Bahnen miteinander
verhinden,

VII. Die Bewegung der Gruppen.

Die Aenderung der inneren Abstinde einer Gruppe heisse
innere Bewegung. Eine bestimmte innere Bewegung nennen
wir moglich, falls wenigstens eine Gruppe diese innere Bewegung
‘ausfithren kann und zwar wenigstens von ein er absoluten Anfangs-
lage aus. Aus dem 14. Grundsatz folgt dann unmittelbar der Satz:
Ist eine innere Bewegung moglich, dann kann sie von jeder Gruppe
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ausgefiihrt werden, welche die verlangte Anzahl von Stoffpunkten
besitzt, und die gleiche Anfangslage hat. -

Wir wollen aber die innere Bewegung einer Gruppe von ihrer
absoluten Anfangslage moglichst unabhingig machen. Die Raum-
punkte sind ja nur gedachte Punkte und kénnen nicht in die Be-
wegung kemmend eingreifen. Darum ist folgende Forderung ziem-
lich selbstverstiindlich:

16. Grundsatz Ist eine besimmte innere Be-
wegungmoéglich,dannist siefiirjede Gruppe geo-
metrisch moglich, welehe die verlangte Anzahl
von Stoifpunkten besitzt, und zwar ist sievon je-
der absolufen Anfangslage aus geometrisch mdog-
lich, in welcher die Stoffpunkte die verlangten
inneren Abstinde haben.

Dieser Grundsatz hat einen rein geometrischen Inhalt und be-
hauptet nicht, dass in einer neuen absoluten Anfangslage auch die
erforderlichen Bewegungsursachen vorhanden sind. Nun mdgen auch
die abstandséndernden Ursachen beriicksichtigt werden. Jene Ursachen,
welche in zwel Stoffpunkten einer Gruppe ihren Sitz haben, mbgen
innere Bewegungsursachen heissen. Nun folgt aus dem
10. Gruudsatz, dass die absolute Bewegung einer abgeschlossenen
Gruppe nur von der absoluten Anfangslage und von den inneren Be-
wegungsursachen abhingt. Nach dem 1. Grundsatz muss aber die Be-
wegung durch die vorhandenen Bewegungsursachen vollstindig und
eindeutig bestimmt sein'). So gelangen wir zu folgendem Grundsatz:

17 Grundsatz Die absolute Bewegung einer
abgeschlossenen Gruppe ist durch die absolute
Anfangslage und durch die inneren abstands-
indernden Ursachen vollstand1g und eindeuntig
bestimmt.

Durch die absolute Bewegung einer Gruppe ist natiirlich auch
deren innere Bewegung vollstindig und eindeutig bestimmt. Nun
konnen aber die Raumpunkte weder auf die innere, noch auf die ah-
solute Bewegung von Einfluss sein, denn sie sind niemals Sitz ab-
standsindernder Ursachen. Es muss also die innere Bewegung schon
durch die innere Anfangslage vollkommen und eindeutig bestimmt
sein. Wir fordern also:

18. Grundsatz Die innere Bewegung einer ab-
geschlossenen Gruppe ist durch die innere An-

!) Man kénnte vielleicht denken, dass noch andere Faktoren die Bewegung
beeinflussen, z. B. Wirme. Darauf ist jedech zu bemerken, dass wir unter der
Bezeichnung abstandsindernde Ursachen alle Ursachen zusammenfassen, welche
einen Abstand zu dndern vermégen. Soll also irgend ein Faktor auf die Ab-
stinde von Einfluss sein, dann kann es nur dadurch geschehen, dass er die
abstandsindernden Ursachen beeinflusst. So lange sich also die Bewegungs-
ursachen nicht dndern, kann sich auch die Bewegung nicht in.anderer Form
absplelen.

8‘
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tangslagenunddurchdieinnerenabstandsdndern-
den Ursachen vollstindig und eindeutig be-
stimmt. :

Daraus folgt:

Satz. In zwei abgeschlossenen Gruppen, die aus gleich vielen
ganz gleichartigen Stoffpunkien bestehen und die gleiche innere An-
tangslage haben, bringen die gleichen inneren Bewegungsursacheu
die gleiche innere Bewegung hervor.

Eine besondere Untersuchung erfordern solche Gruppen, die aus
zwei gleichartigen und in vollkommen gleichem Zustande befindlichen
Stoffpunkten bestehen und eine innere Bewegungsursache besitzen.
Die verschiedenen hier auftretenden Moglichkeiten mége ein Beispiel
aus der geschaffenen Welt illustrieren. Zwei sich anziehende gleich-
grosse und gleichschwere Kugeln bewegen sich so gegeneinander, dass
ihre Geschwindigkeit stets gleichgross bleibt und dass die zuriick-
gelegten Wege gleichlang sind. A priori wiire auch der Fall méglich,
dass der eine Stoffpunkt liegen bleibt, wéhrend sich der andere ihm
nihert, oder dass ihre Geschwindigkeit ungleich gross ist, so dass sie
ungleiche Wege zuriicklegen. Wenn wir aber zwei gleichartige
Stoffpunkte voraussetzen, kinnen sie durch eine innere Bewegungs-
ursache nicht ungleichmissig bewegt werden. Ks miisste einer der
beiden Stoffpunkte irgendwie gegen den, anderen ausgezeichnet sein,
er miisste zum mindesten in einem etwas verschiedenen Zustande sich
befinden. Sonst wiissten die Stoffpunkte nicht, welcher von ihnen
den grosseren und welcher den kleineren Weg zuriickzulegen hat.

Wenn wir diesen Griinden zwingende Kraff nicht zuerkennen
wollen, dann miissen wir derartige symmetrisch wirkende Bewegungs-
ursachen mindestens als die einfachsten erkldren und es wire sicher
unzweckmiassig, wenn wir durch irgendwelche Grundsitze sie unméog-
lich machen wiirden. Wir fordern nicht die faktische Existenz sol-
ther Bewegungsursachen, sondern nur ihre Moglichkeit. Das ist das
‘Mindeste, was wir forden miissen. Somit soll gelten:

19. Grundsatz IneinerGruppevonzweigleich-
artigen und in gleichem Zustand befindlichen
Stoffpunkten sind symmetrische innere Bewe-
gungsursachen geometrisch méglich.

Den Begriff ,,symetrische Bewegungsursachen fassen wir mog-
lichst streng. Wir fordern darum die folgenden drei Grundsitze:

R0. Grundsatz. Zwei gleichartige und in glei-
chem Zustand befindliche Stoffpunkte bleiben
in gleichem Zustand, wenn auf sie nur symmetri-
scheinnere Bewegungsursacheneinwirken.

21 Grundsatz Wirken auf zwei gleiche und
ingleichem Zustand befindliche Stoffpunktenur
symmetrische innere Bewegunsursachen ein, so
habenzwerbeliebige Bahnpunkte des einen Stoff.
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punktes den gleichen Abstand wie die entspre-
chenden Bahnpunkte des anderen Stoffpunktes.

(Hier sind unter entsprechenden Bahnpunkten solche Raum-
punkte verstanden, in welchen sich die beiden Stoffpunkte zu gleichen
Zeitpunkten befinden.)

22 Grundsatz. Haben zweigleicheundinglei-
chem Zustande befindliche Stoffpunkte von
einem Raumpunkt gleiche Abstdnde und wirken
auf die beiden Stoffpunkte nur symmetrische in-
nere Bewegungsursachen ein, dann haben sie je-
derzeit vondem Raumpunkt gleiche Abstinde.

Nun wollen wir die Wirksamkeit innerer Ursachen in einem
System von zwei heliebigen Stoffpunkten priifen. Fs ist natiir-
lich wiinschenswert, dass sich durch innere Bewegungsursachen jeder
verlangte Abstand herstellen ldsst, wenn auch nicht jede Kraft in
80 weiten Grenzen wirkt. Wir diirfen aber unsere Forderungen nicht
so allgemein stellen, sondern miissen eine Ausnahme machen. Es
zeigt sich némlich, ‘dass in zwel zusammenfallenden Stoffpunkten
innere Bewegungsursachen keine Trennung herbeifithren kénnen,
wenn sie nicht aus einer Zeit stammen, in welcher die beiden Stoff-
punkte getrennt waren. Das Beharrungsvermdgen, das wir auch in
die abstandsfindernden Ursachen mit einbegriffen haben, hat sich zu
einer Zeit entwickelt, we die beiden Stoffpunkte nicht vereinigt
waren, und ist imstande die Stoffpunkte wieder zu trennen. Fehlt
aber das Trigheitsverm8gen und iiberhaupt alle Bewegungsursachen,
die aus einem fritherer Zeitpunkt stammen, dann kénnen sich die
zwei Stoffpunkte durch innere Krifte nicht trennen.t)

") Beweis: Zwei Stoffpunkte mdgen gemeinsam im Raumpunkt A liegen.
Es sollen darin nur solche innere Bewegungsursachen wirken, die nicht aus
fritheren Zeitpunkten stammen. Wir machen nun die Probeannahme, durch
eine solche Bewegungsursache werde eine Tremnung der Stoffpunkte herbei-
gefithrt. Es muss also wenigstens einer den Raumpunkt A verlassen, - Diesen
Stoffpunkt nennen wir P. Am Ende der Bewegung liege er im Raumpunkt B.
Der andere Stoffpunkt heisse . Wir lassen die Frage offen, ob er in A liegen
bleiben kann oder gleichfalls eine neue Lage annehmen muss. Nun bringen
wir P und Q wieder nach A zurfick und legen nach B einen dritten Stofi-
punkt S, Wiederholen nun P und Q die gleiche Bewegung, so fillt schliess-
lich P mit § zusammen. Fassen wir die drei Stoffpunkte P, Q, S zu einer
Gruppe zusammen, dann existiert fiir diese Gruppe somit eine innere Bewegung
&, bei welcher sich P dem S nihert, bis es damit zusammenfillt. Die innere
Bewegung & wird lediglich durch die genannten inneren Bewegungsursachen
zwischen P und Q hervorgebracht. Nun existiert aber wenigslens ein Punkt,
der von B verschieden ist und von A den gleichen Abstand hat wie B. Zum
Beweis hierfiir brauchen wir nur einen Punkt D zu wihlen, der von A einen
grosseren Abstand hat als A, und dann D mit A durch eine Bahn verbinden,
welche den Punkt B vermeidet. Bewegen wir uns anf dieser Bahn von D
nach A, so #indert sich unser Abstand von A stetig, und da wir anfangs grosseren
Abstand hatlen als B und schliesslich den Abstand Null erreichen, miissen wir
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Wir formulieren also unsere Forderung betr. Umfang der inne-
ren Bewegungsursachen folgendermassen:

23 Grundsatz. Zwei nicht zusammenfallende
Stoffpunkte k énnen durch innere Bewegungs-
ursachenihren Abstandbeliebigvergréssernund
verkleinern:

VIIL. Die Fundamentalpunkte.

Nun wollen wir die Bewegung starrer Systeme ins Auge fassen.
Starre Kérper sollen die Moglichkeit haben, auch bei einer Bewegung
starr zu bleiben. Ein Hammer z B. wird als Ganzes dem Ambos ge-
nihert und von ihm wieder enfernt. Das ist nur méglich, weil die
Abstinde zwischen Hammeratomen und Ambosatomen von einander
abhiingig sind. Bestiinde diese Abhéingigkeit nicht, dann miisste der
himmernde Schmied jedes einzelne Atom des Hammers in Bewegung
setzen. Das wiire schon wegen der grossen Anzahl der Atome un-
moéglich. Die Hand des Schmiedes beriihrt eine relativ geringe An-
zahl von Atomen. Die iibrigen Atome sind mit diesen berithrten
gtarr verbunden und bewegen sich mit, weil ihre Abstinde vom Am-
bos in mathematischem Zusammenhang stehen mit den Abhstinden
der beriihrten Atome vom Ambos. Dieses Beispiel ldsst die Zweck-
missigkeit der folgenden allgemeinen Forderung erkennen: — Wird
einer geringen Anzahl der Stoffpunkte eines starren Systems ihre
Bewegung vorgeschrieben, dann ist die Bewegung aller Stoffpunkte
des Systems eindeutig bestimmt. Die Anzahl der Stoffpunkte, denen
die Bewegung vorgeschrieben werden muss, braucht nicht in allen
Fillen gleich gross zu sein. Jedenfalls ist aber eine obere Grenze
erwiinscht, d. h. eine Zahl n, die fiir alle Fille ausreicht. Wenn ein
solcher Fall vorliegt, in welchem die H&chstzahl von Stoffpunkten
direkt bewegt werden muss, dann nennen wir diese n direkt zu be-
wegenden Stoffpunkte Fundamentalpunkte und die daraus
gebildete starre Gruppe Fundamentalgruppe Die Zahl n

wenigstens einen Punkt passieren, der von A den gleichen Abstand hat wie B.
Dieser Punkt heisse €. Nun legen wir P und Q wieder nach A, § aber nach
C. Die Gruppe P, Q, S hat nun die gleiche innere Anfangslage wie vorhin,
Nach dem 18 Grundsatz muss aber durch die gleichen inneren Krifte die
gleiche innere Bewegung erfolgen, Das heisst, P muss sich mit S vereinigen,
also nach C gelangen. Betrachten wir dagegen P und Q als eine Gruppe fiir
sich, dann muss nach dem 17. Grundsatz wieder die gleiche ahsolute Bewegung
erfolgen, wie bei der ersten Trennung. 2P muss also nach B gelangen. Da
aber P nicht zugleich nach B und C gelangen kann, muss unsere Probeannahme
falsch sein, d.h. zwei zusammenfallende Stoffpunkte kinnen sich darch innere
Bewegungsursachen der angegebenen Art nicht trennen. Stammt dagegen die
innere Bewegungsursache aus einer Zeit, in welcher - P und @ noch getrennt
waren und z. B. in £ und F lagen, so kénnen diese Ursachen Beziehungen zu
den Raumpunkten E und F haben, also andere Bewegungen hervorbringen.
Diese Art von Bewegungsursachen brauchen wir nicht niher zu untersuchen,
weil wir sie vorliufig nicht fordern, sondern bloss nicht verbieten.
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moge Fundamentalzahl heissen. Nun konnen wir unsere
Forderung folgendermassen formulieren: Die Bewegung eines
starren Kérpers ist eindeutig bestimmt durch die Bewegung von n
Fundamentalpunkten, welche dem Korper angehdren oder durch eine
geringere Anzahl seiner Stoffpunkte. Diese Forderung wollen ‘wir
als erstz Fundamentalforderung bezeichnen und weiter unten zu
einem Grundsatz ausgestalten. ‘

Die aufgestellte Forderung macht die Bewegung der Korper-
punkte abhéngig von Abstinden, ndmlich von ihren Abstinden gegen
die Fundamentalpunkte. Wir konnten die Bewegung auch von an-
deren Grossen abhiingig machen, z. B. von der Zeit, Geschwindigkeit,
Bescaleuniguung, Temperatur etec. der Fundamentalpunkte. Zweck-
miissig wiire das nicht. Liessen wir die Bewegung von der Zeit ab-
hiingen, so wiirde zu verschiedenen Zeiten die gleiche Bewegung der
Fundamentalpuukte eine versechiedene Bewegung der anderen Korper-
punkte hervorrufen. Beispielsweise miisste heute beim Hammern der
Griff des Hammers in anderer Weise gefithrt werden als gestern, nund
die gleiche Bewegung des Federhalters brichte heute ein a, morgen
ein b hervor. Awuch sonstigen Grissen konnen wir neben der Bewe-
gung der Fundamentalgruppe keinen Einfluss auf die Bewegung des
starren Korpers cinriumen. Jede neue Abhiéngigkeit brichte neue
Komplikationen, mit sich und erschwerte eine wohlberechnete ziel-
bewusste Bewegung von starren Systemen. Wir wollen aber diese
Bewegung miglichst erleichtern.

Wenn die Fundamentalgruppe ruht, dann folgt aus unserer
ersten Fundamentalforderung nicht oder wenigstens nicht mit voller
Klarheit, dass auch die iibrigen Teile des Kérpers ruhen. Wir kénnen
nur folgern, dass die Bewegung der tibrigen Teileeindeutig ge-
regelt sein muss, dass sie also entweder zur Ruhe gezwungen sind
oder zu einer ganz bestimmten Bewegung. FEine freie Wahl zwischen
‘beiden bestinde nicht. Natiirlich wire es ganz unzweckmissig, eine
Bewegung festzusetzen, weil in diesem Fall niemals der ganze Kor-
per in Ruhe sein konnte. Wir ergénzen also unsere erste Fundamen-
talforderung durch die weitere Forderung: Ruht die Fundamental-
gruppe, dann ruht der ganze Korper. Das wollen wir dls zweite
Fundamentalforderung bezeichnen; wir werden sie unten gleichfalls
zu einemn Grundsatz erweitern. :

Neben den bereits angefiihrten Zweckmisgigkeitsgriinden spre-
chen zugunsten dieser zweiten Forderung auch die Vorteile, welche
sie Tiir die Herstellung starrer Korper verschafft. Wenn diese Forde-
rung erfiillt ist, lisst sich ein starrer Korper dadurch herstellen.
“dass man seine Stoffpunkte mit n Fundamentalpunkten starr
verhindet. Es genligen also fiir jeden Stoffpunkt n starre
Verbindungen. Ohne die gegenseitige  Abhiingigkeit der
Alstinde iniisste ein Stoffpunkt mit jedem anderen Stoff-
punkt des Systems starr verbunden werden. Natiirlich brauchen
wir nicht simtliche Stoffpunkte mit der gleichen Fundamental-
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gruppe zu verkniipfen. Wenn vielmehr ein Punkt durch n Ver?:')in-
dungen dem Korper starr angegliedert ist, kann er selbst als Stiitze
fiir andere dienen. In der wirklichen Schipfung zihlen die Atome
eines starren Korpers von der Grdsse eines Pfennigstiicks nach Trillio-
nen. Miisste jedes Atom eines solchen Geldstiicks mit jedem anderen
starr verkniipft werden, dann wiren Trillionen von Verbindungen
fiir jedes Atom nétig. So aber geniigen deren drei.

Nach unserer Definition enthilt die Fundamentalgruppe nur
solche Stoffpunkte, von denen keiner iiberfliissig ist. Ueberfliissig
wire ein Fundamentalpunkt dann, wenn seine Bewegung durch die
Bewegung der (n—1) iibrigen Fundamentalpunkte eindeutig be-
stimmt wire. In diesem Fall briuchte man die Bewegung dieses
Stoftpunktes gar nicht anzugeben, und die (n—1) fibrigen Stoffpunkte
wiirden allein schon die Bewegung des starren Systems eindeutig
regeln. Dann lige eben der Fall vor, dass weniger als n Punkte ge-
niigen zur Bewegung eines starren Koérpers. Um also unsere Defi-
nition der Fundamentalpunkte nach dieser Beziehung festzulegen
fordern wir: '

24. Grundsatz Von den Stoffpunkten eimer
Fundamentalgruppe ist jeder beweglich, wih-
rend die ibrigen ruhen.

Wenn die Fundamentalpunkte ihren Zweck vollkommen ertiillen
sollen, miissen wir ihre Anzahl n moglichst klein festsetzen und ihr
Auffinden in einem gegebenen Korper moglichst erleichtern.

Je geringer die Anzahl der Fundamentalpunkte gewihlt wird,
desto einfacher ist ein Kérper in zielbewusste Bewegung zu setzen
und desto leichter ist seine Bewegung zu tiberwachen. Fiir jeden der
Fundamentalpunkts muss nimlich die Bewegung im voraus berech-
net oder wenigstens abgeschiitzt werden und jeder Fundamentalpunkt
muss auf der projektierten Bahn bewegt werden. Eg erfordert also
schon eine geringe Anzahl solcher Punkte eine verhiltrismissig hohe
Aufmerksamkeit und zielbewusste Thtigkeit. Daher stellen wir
folgenden Grundsatz auf:

5. Grundsatz Die Anzahl der Fundamental-
punkte hat den kleinsten Wert, der mit den #bri-
gen Grundsitzen vertriglichist

Ferners verlangten wir, dass sich in einem starren Korper leicht
eine Fundamentalgruppe auffinden lisst. Am radikalsten wire die-
ser Forderung geniigt, wenn wir n beliehige Stoffpunkte als geeignet
fiir Fundamentalpunkte erkliren wiirden. Doch ist leicht einzusehen,
dass wir nicht so radikal vorgehen diirfen. Wenn nimlich durch
(n-—1) Steffpunkte die Bewegung des n-ten eindeutig bestimmt ist,
eignet sich dieser Punkt nicht als letzter Fundamentalpunkt. Wir
miissen also die n Punkte so -withlen, dass keinem davon seine Be-
wegung durch die ibrigen eindeutig vorgeschrieben ist. Wenn (n—1)
Stoffpunkte ruhen, muss der n-te noch beweglich sein. Dass wir fiir
die Fundamentalpunkte nicht zu weiteren Vorschriften genitigt
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sind, folgt aus dem Umstand, dass in der euklidischen Geometrie n
Punkte immer als Fundamentalpunkte verwertbar sind, wenn sich
jeder davon bewegen kann, wihrend die iibrigen ruben. Da wir nun
die Wahl und das Auffinden von Fundamentalpunkten méglichst er-
leichtern wollen, verzichten wir auf jede unndtige Einschrinkung.
Wir fordern also:

26. Grundsatz. EinestarreGruppe vonn Stoff-
punkten hildet eine Fundamentalgruppe, wenn
jeder von den Stoffpunkten bewegllch ist, wih-
rend dietibrigen ruhen.

Die Eigenschaft einer Gruppe als Fundamentalgruppe héngt
nur von ihren inneren Abstinden ab. Existiert nidmlich eine
zweite Gruppe mit den gleichen inneren Abstiinden, dann ist sie nach
dem 16. Grundsatz zur gleichen inneren Bewegung befihigt. Hs
lisst sich also gleichfalls jeder Stoffpunkt hewegen, wihrend die
iibrigen ruhen, und daruvm ist nach dem eben anfgestellten Grundsatz
auch die zweite Gruppe eine Fundamentalgruppe. Somit gilt:

27 Grundsatz. n Stoffpunkte bildeneine Fun-
damentalgruppe, wenn sie in allen inneren Ab-
stinden mit einer anderen Fundamentalgruppe
ibereinstimmt. .

Nun konnen wir unsere zwei Fundamentalforderungen (Seite
129 al. 1a. 8) erweitern und definitiv als Grundsitze formulieren. Die
erste. dieser Forderungen lautet: Die Bewegung eines starren Kor-
pers ist eindeutig bestimmt durch die Bewegung von n Fundamental-
punkten, welche dem XKorper angehiren oder durch eine geringers
Anzahl seiner Stoffpunkfe. Nach dem eben abgeleiteten Satz diirfen
wir einen Xorper beliehig erweitern oder verkleinern, ohne dass die
Fundamentalpunkte ihre Eigenschaft als solche verlieren. Jedem
Punkt vielmehr, der mit den Fundamentalpunkten stirv verbunden
ist, wird durch sie die Bewegung eindeutig vorgezeichnet. Aehnliches
gllt beziiglich unserer zweiten Fundamentalforderung. Wir kénnen
also jetzt diese beiden Forderungen zu folgenden Grundsitzen um-
formulieren:

28. Grundsatz. DieBe ewegungeines Stoffpunk-
tes, der mit einer Fundamentalgruppe in starrer
Verbindung steht, ist durch die Bewegung der
Tundamentalgruppe eindeutig bestimm#.

29. Grundsatz Ein Stoffpunkt, der mit einer
Fundamentalgruppeinstarrer Verbindungsteht,
ruht, wenn'die Fundamentalgruppe ruht.

In beiden Fillen ist jedoch die Méglichkeit nicht ausgeschlossen,
dass zur eindeutigen Bewegung des Stoffpunktes schon weniger als
n Stoffpunkte ausreichen. Jedenfalls aber konnen auch alle n
Punkte zur Bewegung des starren Systems benutzt werden.
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Wenn unsere Sitze iiber die Fundamentalpunkte von Bedeutung
fiir die (eometrie werden sollen, muss ihre Existenz gesichert wer-
den. Das mbge in folgendem Grundsatz geschehen:

30. Grundsatz. Es existieren Fundamental-
gruppen.

IX. Die Symmetriepunkte.

Die Abhiingigkeit der Abstinde, wie sie durch den 28. und 29.
Grundsatz bedingt ist, findet ihren mathematischen Ausdruck in
Gleichungen zwischen den Abstinden. Ueber die Form dieser
Gleichungen lisst sich a priori nichts aussagen. Der Schopfer
konnte beliebige Gleichungen aufstellen, einfache oder komplizierte,
algebraische oder trauszendente. Damit war aber die” Frage der
Raumform entschieden; denn dic verschiedenen mdglichen Raum-
" formen unterscheiden sich durch die Form' der Gleichungen, welche
den Zusammenhang zwischen den Abstinden fixieren und durch die
Konstanten, die darin vorkommen.

Von den Abstiinder: eines Punktes bleiben nach den aufgestell-
ten Grundsitzen hdchstens n willkiirlich, wihrend alle iihrigen aus
diesen durch Auflosung der Gleichungen gefunden werden konnen.
Ein solches Gleichungssystern hat im allgemeinen mehrere Losungen,
und nur im Fall linearer Gleichungen wird die Losung eindeutig.
Sind also fiir einen Stoffpunkt S die Abstéinde ai, as ...an von
n Fundameutalpunkten vorgeschrieben, dann ist im allgemeinen die
riumliche Lage von 8 picht eindeutig bestimmt. HKs existieren viel-
melr verschiedene Raumpunkte, welche die gleichen Abstinde be-
sitzen. Nur im Fall linearer Gleichungen wiirde ein einziger Raum-
punkt mit den verlangten Abstinden existieren.

Unsere bisherigen Grundsitze verlangen die Existenz von wenig-
stens zwei solchen Punkten. Sobald ni#mlich eine Fundamental-
gruppe gegeben ist, lisst sich einer der Punkte bewegen. A und B
seien zwei seiner Bahupunkte. Auf der Bahn von A bis B existiert
wenigstens ein Punkt M, welcher von A und B gleichen Abstand hat.
In M mbge nun der fragliche Stoffpunkt der Fundamentalgruppe
ruhen. Dann stimmen offenbar A und B in allen Abstinden von den
n Fundamentalpunkien iberein.

Solche Punkte, die in allen Abstinden von n Fundamentalpunk-
ten fibereirstimmen, mégen Symmetriepunkte heissen. Thre
Hochstzahl nennen wir Symmetriezahl und bezeichnen sie mits.
Die untere Grenze von » ist in unserem Fall 2, wie eben gezeigt. Eine
obere Grenze lésst sich a priori nicht nachweisen. Es wiére sogar
moglich, dass unendlich viele Symmetriepunkte existieren. Aus Zweck-
missigkeitsgriinden empfiehlt es sich jedoch, die Zahl » moglichst
klein zu wihlen, sie also gleich 2 zu setzen. Das erleichtert die
Orientierung im Raum. ,

~Die Lage eines Punktes, innerhalb eines starren Kérpers, sowic
die Lage eines dusseren Punktes relativ zum starren Korper ist nim-
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lich durch n Abstinde fixiert. Hierdurch wird uns die Orientierung
ermoglicht. In der wirklichen Schipfung bildet das grosse starre
System der Erdkugel die Orientierungsbasis. Die Lage von Planeten
und Kometen relativ zur Erde ldsst sich durch drei Fundamental-
abstinde fixieren, jedoch nur zweideutig. Zu drei Fundamental-
abstdnden existieren im allgemeinen zwei von einander verschiedene
Punkte, die zu den Fundamentalpunkten symmetrisch liegen, also
zwei Symmetriepunkte. Es ist nicht schwer, unter den zwei Sym-
metriepunkten denjenigen herauszufinden, in welchem sich der Pla-
net wirklich befindet. Offenbar wire aber die Orientierung schwie-
riger, wenn die Anzahl der Symmetriepunkte grosser wire.

Diese Ueberlegung ldsst es als zweckmdssig erscheinen, dass
wir die Symmetriezahl » so klein als mdglich fixieren. Dass die Fest-
setzung: » = 2 unseren bisherigen Grundsiitzen nicht widerspricht,
beweist der Umstand, dass in der euklidischen Geometrie die Sym-
metriezahl diesen Wert hat. Wir setzen also fest:

31. Grundsatz. Es existieren hochstens zwei
Svmmetriepunkte, d h, solche Stoffpunkte die
in ihren Absténden von den Stoffpunkten einer
Fundamentalgruppe tibereinstimmen und nicht¢
rusammentallen, ‘

Dieser Grundsatz schliesst nicht die Moglichkeit aus, dass zu
einem gegebenen Purkt kein zweiter Punkt mit den gleichen Ab-
gtinden existiert. Solche Punkte gibt es auch in der euklidischen
Qeometrie. Als Beispiel diene der Halbierungspunkt einer geraden
Strecke, welche die Punkte A und B verbindet.

X. Die Beweglichkeit der Gruppen,

Im VII. Abschnitt haben wir die innere Bewegung von Gruppen
behandelt. Jetzt wollen wir dafiir sorgen, dass auch die #ussere Be-
wegung moglichst ungehemmt erfolgen kann. In der geschaffenen
Welt setzen wir cinen Korper dadurch in Bewegung, dass wir einem
Teil des Kérpers die entsprechende Bewegung erteilen. Der Rest des
Kérpers bewegt sich von selbst mit. Es ist gar nicht selbstverstind-
lich, dass der Rest des Korpers unter allen Umstéinden im freien Raum
Platz hat. Wir Lkennen Raumformen, in welchen dieses Mit-
bewegen nicht in allen Fillen méglich ist, weil der Raum an mpan-
chen Stellen seine Ausdehnung verliert. Wenn wir also fordern, dass
sich der Rest des Kirpers unter allen Umsténden mithewegen lasst,
dann fordern wir richts Selbstverstindliches, sondern wir schliessen
damit ungeeignete Raumformen aus. — -

Wir wollen iibrigens diese Forderung nicht auf starre Kérper

-einschrinken, sondern sie auch fiir solche Gruppen aufstellen, die
gleichzeitig eine innere Bewegung vollfilhren. Wir erstreben also
folgende Forderung: Wenn wir einem Teil der Stoffpunkte eines
Systerns eine #ussere Bewegung vorschreiben, die mit der inneren
Bewegung des Systems vertriglich ist, d. h. bei welcher der betref-
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fonde Teil der Punkte unter sich die verlangten Ahstandsinderungen
erfahirt, dann soll fiir die {ibrigen Systempunkte gleichfalls eine ent-
sprechende iusere Bewegung moglich sein. Es zeigt sich aber, dass
dieser Forderung nicht in ihrer vollen Allgemeinheit gentigt werden
kann. Wenn namlich die Teilgruppe aus einer Fundamentalgruppe
und wenigstens roch einem weitercn Stoffpunkt besteht, dann lassen
sich Fille angeben, in denen der Rest des Systems die Bewegung der
Teilgruppe nicht mitmachen kann.') Wir wollen uns also auf Teil-
gruppen beschréinken, die nicht mehr als n Stoffpunkte enthalten. .
Dass eine weitere Ausnahme nicht nétig wird, beweist der Umstand,
dass in der n-dimensionalen euklidischen Geometrie keine weitere
‘Auwsnahme gemacht werden muss. Ohne einen inneren Widerspruch
befiirchten zu miissen, konnen wir also fordern:

32 Grundsatz. Ist fiir eine gegebene Gesamt-
gruppe eine vorgeschriehene innere Bewegung
méglieck und exigstiert fiir einen aus hdchstens n
Stoffpunkten bestehenden Teil der Gesamt-
gruppe eine iussere Bewegung, welche die fiir die
Teilgruppe vorgeschriebene innere Bewegung
zur Folge hat, dann existiert aveh fiir den Rest
der Gesamtgruppe eine entsprechende dussere
Bewegung.

Die Zweckmissigkeit dieses Grundsatzes moge durch ein Beispiel
illustriert werden. Das Réderwerk einer Taschenuhr fithrt eine
innere Bewegung aus und zwar stets die gleiche Bewegung, mag die
Uhbr ruhen oder selbst in dusserer Bewegung begriffen sein. Wenn
wir die Uhr in die Tasche stecken und mit uns herumfiragen, setzt
sich die innere Rewegung des Mechanismus fort. Es wiirde geniigen,
drei Purkter. des Geb#uses ihre ahsolute Bewegung vorzuschreiben.

1) Beweis: System K bestehe aus n Fundamentalpunkten 4, B, C .. ., zwei
Symmetriepunkten P: nnd Pa, welche in ihren Abstinden von den Fundamental-
punkten fibereinstimmen, sowie einem Stoffpunkt S, der anfangs mit A zu-
sammenfdllt. Das System beschreibe nun folgende Bewegung &: Alle Punkte
bleiben liegen mit Ausnahme von S, welches sich von A nach P: bewegt. Das
Teilsystem T bestehe nun aus den gleichen n Fundamentalpunkten und aus S.
Die Punkte P: und P: seien als Rest bezeichnet. Das Teilsystem mache nun
folgende Beweguug &1 : Die Fundamentalpunkte ruhen, wihrend sich’ S auf der
gleichen Bahn wie vorhin nach P: bewegt. Die Bewegung &: kann auch der
Rest des Gesamikgrpers K mitmachen. Nun fithre aber das Teilsystem T eine
andere Bewegung &1 aus. Man beachte, dass ABC ... P:S und ABC..: P:§
zwei gleiche Gruppen sind, dass also S in beiden Fillen die gleiche innere Be-
wegung ausfithren kann. Wihrend sich § im ersten Fall nach Pi bewegt, ge-
langt es im zweiten Fall nach P:. Die Teilbewegung ¥: des Systems T bestehe
nun darin, dass sich S auf der angegebenen Bahn nach P: bewegt, wihrend
ABC ... ruhen. Diese Bewegung ist innerlich identisch mit &: und doch ver-
mag der Rest des GesamtkSrpers die Bewegung &» nicht mitzumachen. Sonst
miisste P1 in den Ranmpunkt P; gelangen, wihrend es doch mit der Fundamental-
grappe starr verbunden und daher unbeweglich ist,
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Wir konnten aber auch drel innere Punkte wihlen, die an der inne-
ren Beweguny teilnehmen, z. B. die Spitzen der drei Ze1ger némlich
des Stunden-, Minuten- und Sekundenzeigers. Nur miissen wir
darauf achten, dass diese drei Punkte jederzeit unter sich die vorge-
schriebenen Abstinde haben, d. h. jene Abstinde, die sie infolge des
Meclianismus bei dusserlich ruhender Uhr der Reihe nach einnehmen
wiirden.

Der 32. Grundsatz sorgt also dafiir, dass sich vollkommene innere
Bewegui:gsfreiheit mit moglichst vollkommener dusserer Bewegungs-
freiheit verbindet.

X1l. Die Aehnlichkeit.

Die Vernunftwesen sollen die Welt beherrschen. ' Dazu gehort
aber, dass sie die Welt kennen, wenn auch nur in den Hauptziigen.
Nicht die Kenntnis aller existierenden Abstidnde ist ndtig, wohl aber
die relative Lage der grossen Gruppen, also beispielshalber in der
wirklichen Welt die Lage der Himmelskorper, Weltteile, Stidte.
Alles Detail kann der einzelne Mensch nicht kennen und braucht es
nicht zu kennen. Die Welt soll pach der Absicht des Schopfers tiber
unser Vorstellungsvermdgen hinausgehen, damit sie uns ein Sinnbild
der unendlichen (irosse des Schopfers abgibt.

Um iiber die Welt oder grissere Teile der Welt einen Ueber-
hiick zu bekommen, brauchen wir verkleinerte Darstellungen, Modelle
oder Karten. Solche Modelle sind die Planetarien und Globen und
die plastischen Darstellungen von Gebirgen.  TFiir die verkleinerte
Darstellung von zweidimensionalen Flichen geniigen Karten. Nun
ist keineswegs in jeder Geometrie eine verkleinerte Darstellung von
Gegenstinden moglich, welche allen Anforderungen geniigt. Ge-
wohnlich verlangt man, dass die Dimensionen des Modells proportio-
nal sind zu denen des Originals. Dieser Forderung kénnte man in
der elliptischen Geometrie nicht entsprechen, so wenig, als man z B.
die Erdoberfliche auf einer ebenen Kartenfliche proportional ab-
bilden konnte. Hs ldsst sich auch nicht behaupten, dass nur pro-
portionale Modelle ihren Zweck erfiillen. Es geniigt, wenn sich aus
dem Modell die Abstinde des Originals entnehmen lassen. Das ist
der Fall, wenn jedem Abstand des Originals eine und zwar eine ein-
zige Abstandsgrosse des Modells entspricht und umgekehrt, oder
mathematisch dusoedluckt wenn die Abstinde des Originals und des
Modells durch eine ein- emdeutlge Funktion zusammenhangen

Ausserdem miissen wir verlangen, dass fiir einen Abstand des
Originals der Modellabstand willkiirlich gew#hlt werden darf. Das
ist notig wm das Modell in geeigneter Grosse ausfilhren zu kénnen.

Die Modelle sollen auch die Bewegungen veranschaulichen kén-
nen. So z. B. veranschaulicht ein Planetarium die Bewegung unse-
res Sonnensystems. Die Bewegung eines Eisenbahnzuges lisst sich
in einem plastischen Modell des Terrains veranschaulichen und schon
bei der Projektierung einer Eisenbahnlinie im voraus erkennen.
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Auch hier ist das Modell nur verwendbar, wenn jede im Modell mog-
liche Bewegung auch im Originalgelinde moglich ist, natiirlich in
vergrosserter Ausfilhrung. Ferner muss jede Bewegung im Original-
gelinde auch im Modell nachzuahmen sein, sonst konnte bei der Pro-
jektierung gerade die giinstigste Linjenfithrung iibersehen werden

oder es konnten bei der Ausfithrung des Bahnbaues unvorherge- -
sehene Zwischenfille eintreten; es konnte z. B. der Zug abstiirzen.
Wir konnen nun alle aufgefiihrten Forderungen in folgender Weise
zusammenfasgsen:

33.Grundsatz Zujeder GruppevonStoffpunk-
ten ist eine vweite Gruppe geometrisech méglich,
derart, dass ein Abstand der neuen Gruppe belie-
big gewihlt werden kann, dass ferner die entspre-
chenden Abstandedurcheineeineindeéntige Funk-
tion miteinander verknipft sind, welche mit
ihrem Argument steigt und fa41lt, und dass jeder
Rewegung der cinen Gruppe eine Bewegung der
andereu entspricht, °

XI1. Die Dreizahl dor Dimensionen.’

Aus den 33 aufgestellten Grundsitzen folgt rein mathematisch,
also durch zwingende Schlussfolgerung, dass in der Schépfung die
dreidimensionale euklidische Geometrie gilt. Der Beweis soll aber,
wile schon eingangs bemerkt, an dieser Stelle nicht gefithrt werden.
Dagegen wollen wir die Griinde noch genauer beleuchten, welche den
Schipfer bestimmt haben “diirften, gerade drei Dimensionen zu
wihlen. Der euklidische Raum ist nicht notwendig dreidimensional.
Dass er ein- ader zweidimensional sein kionnte, beweist der Umstand,
dass wir in den Kurven und Flichen unserer gewthnlichen Geometrie
tatsichlich ein- und zweidimensionale Raumgebilde vor uns haben.
Aber auch eine vier-, finf- und mehrdimensionale Geometrie bietet
keine Schwierigkeit. Alle diese Raumformen wurden bereits von den
Mathematikern untersucht und als frei von inneren Widerspriichen
nachgewiesen.

Wir gehen nun von der Voraussetzung aus, dass der Raum eu-
klidisch sein soll, und werfen die Frage auf: Welche Griinde ver-
anlassten dea Schdépfer, nicht mehr oder weniger als drei Dimensionen
einzuftthren? - '

Solange der Schépfer den 15. Grundsatz aufrecht erhalten wollte,
konnte er sich nicht fir weniger als drei Dimensionen entscheiden.
Allerdings lassen sich einzelne Hindernisse und begrenzte Bahn-
stiicke schon im zweidimensionalen Raum wumgehen, wenn man
grosse Umwege nicht scheut. TUm an das jenseitige Ufer eines
Flusses zu gelangen, kénnte man bis zur Quelle aufwirts gehen. Wo
sich aber der Iluss voriibergehend in zwei Arme spaltet und eine all-
seits ahgeschlossene Flussinsel bildet, ist eine Umgehung des Hinder-
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nisses nicht moglich, und die Insel wire im zweidimensionalen Raum
nicht zuginglich. Eine Briicke tritt aus der Flé:xche heraus, ist also
nur iw dreidimensionalen Raum moglich. Ein reichentwickeltes
Telegraphen- und Telephonsystem zerlegt das ganze Land in lauter
Inseln, dic im zweidimensionalen Raum ohne Zugang wéiren. Man
dart also nicht daran denken, unter drei Dimensionen herabzugehen.

Wenn wir auf die Forderung verzichten, dass sich ganze Bahnen
umgehen lassen scllen und nur die Moglichkeit fordern, e%nzelne
Punkte umgehen zu kinnen, dann gentigt ein zweidimensionaler
Raun. Verzichten wir auch auf die Umgehung von Punkten, dann
kommen wir schon mit einer einzigen Ravmdimension durch. Diese
Darlegung lisst erkennen, dass die dritte Dimension des Raumes die
Rolle einer Aushilfsdimension spielt. Sie soll uns ermdglichen, Hin-
dernissen auszuweichen. Tatsdchlich hat der Schopfer in gewissen
Fallen von der dritten Dimension einen beschrinkten Gebrauch ge-
macht.  Das Leben des Menschen z. B. spielt sich auf der zweidimen-
sionalen FErdflicke al.. Fir gewcChnlich entfernen wir wuns nur
wenig aus dieser Fliche. Wihrend sich die Entfernungen innerhalb
der Fliache nach allen Richtungen bis zu 20 000 Kilometern erstrecken,
steigen wir auf Treppeu selten mehr als 15 m in die Hohe und 3 m
in die Tiefe. Luftschiffe gelangen bis zu 10 Kilometern Hohe und
Erdschachte reichen 2 Kilometer weit unter die Erdoberfliche. Das
sind die fiussersten Grenzen, bis zu welchen wir in die dritte Dimen-
sion vordringen. Zur Orientierung dient aber auch in solchen Aus-
nabmefillen die Erdoberfliche. In diesem Sinn nannten wir vorhin
die dritte Dimension eine Aushilfsdimension.-

Dieses Zuriickdringen der dritten Dimension ist wohlbegriindet.
Um iiber die Krde einen Ueberblick zu gewinnen, miissen wir uns
Landkarten ‘machen und diese sind nur zweidimensional. Die dritte
Dimension, d. h. die Héhe und Tiefe, ist nur mangelhaft darstellbar.
Wiire die dritte I)imension ebenso durchgebildet wie die beiden an-
deren, dann wire die Darstellung noch schwieriger und noch man-
gelhafter. Um dreidimensionale Korper darzustellen, zeichnet man
mehrere Schunitfe. Was aber zwischen den Schnitten liegt, bleibt
ohne Abbildung. Allerdings kommen auch kérperliche Modelle zur
Verwendung. [Thre Herstellung ist aber umstindlich und ausserdem
fehlt ihnen die Durchsichtigkeit.. Es ist deshalb ein grosser Vorteil
fiir uns, dass unser Wohnraum hauptsichlich nach zwei Dimensionen
ausgedehnt ist, wihrend die dritte Dimension zuriicktritt.

Damit gelangen wir zur Besprechung eines weiteren Grundes,
welcher fiir die Kinfithrung von mindestens drei Dimensionen spricht.
Das Bild, welches unser Auge auf der Netzhaut entwirft, ist eine sehr
vollkommene Landkarte, aber es teilt den Mangel aller Landkarten:
Es ist nur zweidimensional. Bei der Abbildung #usserer Gregen-
stinde im Auge geht eine Dimension verloren. Dieser Verlust ist
nicht einer mangelhaften Konstruktion des Auges zuzuschreiben,
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sondern wiirde bei jeder anderen Konstruktion ebenfalls auftreten.
Die fehlende Dimension wird eben verbraucht als Raum fiir die Zu-
leitung der Lichtsirahlen von vorne her und zur Weiterleitung der
empfangenen Lichtreize nach riickwirts mittels der Nervenfasern.
Eine solche Zuleitung und Ableitung wire bei jeder anderen Konstruk-
tion des Auges notwendig und liesse sich auch dann nicht entbehren,
wenn der Schopfer statt der Lichtstrahlen andere Uebertragungs-
mittel gechaffen und zur Herstellung eines Netzhautbildes verwendet
hitte. Wire nun die Welt zweidimensional, so wurde im Auge eben-
falls eine Dimension verloren gehen und unser Netzhautbild wire
héchstens eindimensioral; wir wiirden nur eine mathematische Linie
empfinden, deren verschiedene Punkte sich durch Farbe und Hellig-
keit unterschieden. Hs ist klar, dass ein solches Bild recht drmlich
wiire und nicht die Grosse und Herrlichkeit des Schépfers in seiner
Schopfung erkennen liesse.

Man konnte nun sagen, die Schonheit und Mannigfaltig-
keit der Welt wiirde gesfeigert, wenn sie mehr als drei Dimensionen
hitte. Warum hat also der Schopfer die geringste noch zulissige
Zahl von Dimensionen gew#hlt? Darauf ist zu sagen: Je weniger
Dimensionen existieren, desto iibersichtlicher wird die Schépfung.
Fiir unser Vorstellungsvermtgen gentigen die drei Dimensionen voll-
kommen. Eine vierte Dimension kénnte unser Vorstellungsvermogen
nicht mehr bewiltigen. Selbst die einfachsten Korper, wie Kugel,
Wiirfel, Kegel etc., weisen im vierdimensionalen Raum bereits so
zahlreiche Spezialfille auf, dass sie kaum mehr zur Vereinfachung
der Vorstellungshilder dienen konnien.

Diese Schwierigkeit liesse sich vielleicht beheben durch Steige-
rung der Frkenntnis-Féhigkeiten des Menschen. Der Schipfer hitte
von Anfang an unser Denk- und Vorstellungsvermogen einer vier-
und mehr dimensicnalen Welt anpassen konnen. Deshalb ist es
wiinschenswert, noch andere Griinde zu kennen, die den Schopier zu
so sparsamer Verwendung der Dimensionen veranlasst haben. Wir
missen uns eben erinnern, dass in der Schopfung nicht bloss Viel-
heit, sondern auch Einheit herrseht. ,,Vielheit, die nach Einheit
strebt”, das war der Grundgedanke des ganzen Schopfungswerkes. An
der rechten Steile muss also Vielheit verlangt werden und an der
rechten Stelle Pinheit. Vielheit in den speziellen Erscheinungen und
Formen, dagegen Firvheit in der Gruppierung der Erscheinungen. In
der Frage der Dimensionen kénnen wir nicht zweifeln, dass sie ver-
einheitlichend wirken. Wir verlangen also eine méglichst kleine An-
zahl von Dimengionen. Allerdings diirfen wir nicht allzuweit her-
untergehen. Zu wenige Dimensionen wiirden nicht bloss vereinheit-
lichend, sondern auch verarmend auf das Schopfungsbild wirken.
Dass die Dreizahl der Dimensionen noch nicht verarmend wirkt, be-
weist die Frfahrung, welche uns in unserer dreidimensionalen Welt
einen enormen Krscheinungsreichtum kennen lehrt,
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X1II. Abweichungen.
Die Grundsitze, welche wir aufgestellt haben, filhren durch lo-
gische Folgerungen, also ohme weitere Zweckmissigkeitsgriinde, zur
euklidischen Geometrie. Damit ist unsere Aufgabe geldst.

Es konnte nun den Anschein gewinnen, als ob wir zu viel be-
wiesen hitten; denn es steht gar nicht fest, dass in der wirklichen
Welt die euklidische Geometrie gilt. Man ist geneigt zu der An-
nalune, dass die Geometrie der Schopfung hyperbolisch ist. Es wire
zu viel behauptet, wenn man diese Annahme als sicher oder auch
nur als wahrscheinlich hinstellen wollte. Immerhin sind die Griinde
derart, dass diese Annahme nicht mehr als reine Utopie betrachtet
werden kann. In der hyperbolischen Geometrie gilt nun der 33.
Grundsatz nicht. Weun aber wirklich der Welt diese Geometrie zu
Orunde liegt, dann besteht wenigstens die Tatsache, dass diese Geo-
metrie der euklidischen ausserordentlich nahe kommt. Es gibt nim-
lich uuendlich viele Arten von hyperbolischen Geometrien, die sich
aber nur durch den absoluten Wert einer Grisse k unterscheiden.
Je grosser man das k wihlt, desto mehr néhert man sich der euklidi-
schen Geometrie. Man kann letztere als hyperbolische Geometrie
mit unendlich grossetn k betrachten.?)

Die wirkliche Schépfung ndhert sich der euklidischen Geometrie
jedenfalls ¢o stark, dass wir die Abweichung davon bisher durch
keine Messung finden konnten, wenn eine solche Abweichung itber-
haupt besteht. Selbst die genauesten astronomischen Messungen sind
mit der eukiidischen Geometrie vereinbar. Mit einer so weitgehenden
Anniherung ist aber der Zweck des -33. Grundsatzes vollstindig er--
reicht. Es geniigt offenbar die Herstellung solcher Modelle und
Zeichnungen, deren Ungenauigkeit unter der méoglichen Beobach-
tungsgrenze liegt. Soweit aber ist in der Schopfung der 33. Grund-
saftz unzweifelhaft durchgefithrt. Eine solche Anniherung an die eu-
klidische Geometrie ist offenbar nicht zufillig. Diese Geometrie stellt
ein Ideal vor, welches dem Schipfer vorschwebte, aber vielleicht aus
irgend einem, uns nicht bekannten Grunde, nicht véllig exakt er-

reicht werden konnte. Wir haben also keinen Anlass den 33. Grund-
zu streichen. ' :

Wie bei diesem Grundsatz, so miissen wir allgemein die Mog-
lichkeit zulassen, dass die Schépfung in ihren Abstinden von den
aufgestellfen Grundsitzen um geringfiigige Betrige abweicht. Unsere
Grundsitze stellen Ideale dar, und somit stellt auch die euklidische
(reometrie das Ideal dar, welches der Schipfer nach Moglichkeit zu
verwirklichen trachtet. Etwaige Abweichungen von dieser Geometrie
diirfen natiirlich nicht dem Zufall iiberlassen bleiben, sondern miissen
ebenfalls durch Grundsitze geregelt werden. Bei welchen Grund-

') Siehe z.B. Killing, Einftthrung in die Grundlagen der Geometrie (Pader-
born 1893, Schoningh) 1 72 1.
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sitzen Abweichungen zulissig sind und welchen Betrag diese Abwei-
chungen erreichen diirfen, ohne den Zweck der aufgestellten Grund-
sitze zu gefihrden, braunchen wir solange nicht zu priifen, als solche
Abweichungen nicht experimentell nachgewiesen werden. Unsere
Aufgabe ist ja nicht, a priori und ohne Zusammenhang mit der wirk-
lichen Schopfung einen Weltplan zu entwerfen, .sondern wir haben
der Zweckmissigkeit der fertig vorliegenden Welt nachzuweisen. So-
lange keine Abweichungen von der euklidischen Geometrie experimen-
tell beobachtet werden, fehlt uns das Objekt der Erklirung. Wir be-
gniigen uns also’ damit, die prinzipielle Moglichkeit von kleinen Ab-
weichungen zu betonen. -



